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1.1  ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ
Курс сопротивления материалов является основой для большинства общеинженерных и специальных дисциплин при подготовке инженера строителя. В этом курсе изучаются все основные принципы, используемых при расчете сооружений на прочность, устойчивость и деформацию, приводится вывод всех основных формул, рассматриваются физические свойства конструкционных материалов, на основе которых выводятся предельные условия прочности и деформативности.

Задачи изучения дисциплины.

Изучив дисциплину, студент должен:           

Иметь представление о поведении различных конструкционных материалов при действии внешних нагрузок, перепадов температур во времени, о способах измерения различных параметров, определяющих напряженно - деформированное состояние конструкции, о составлении расчетных моделей и возможностях их изменений с целью получения более детальной информации, о конструкции большинства испытательных машин, о методике получения статистических данных, о свойствах материалов и назначении предельных нормативных значений.

Знать и уметь использовать способы определения усилий, напряжений и деформаций для стержней, пластин и оболочек, методы расчета статически неопределимых систем в упругой и упруго - пластической стадии работы. 

Иметь опыт расчета стержней на растяжение и сжатие, поперечный изгиб и сложное сопротивление, расчета пластин на изгиб из плоскости и нагружение в своей плоскости, расчета цилиндрических оболочек.

1.2 ТРЕБОВАНИЯ К УРОВНЮ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ

Раздел  I. Сопротивление материалов

Введение 

                 Определение науки «Сопротивление материалов». Сопротивление материалов, теория упругости и пластичности. Их связь с курсом строительной механики и другими общеинженерными и специальными дисциплинами.          

          Внешние силы и их классификация: поверхностные, объемные и сосредоточенные, активные и реактивные, постоянные и временные, статические и динамические. Основные объекты, изучаемые в курсах сопротивления материалов и теории упругости и пластичности: брус (стержень), пластина, оболочка, массивное тело. Основные свойства твердого деформируемого тела: упругость, пластичность и ползучесть. Деформации и перемещения. Деформации линейные и угловые (сдвиги).    

          Гипотезы (допущения) в сопротивлении материалов.

          Внутренние силы и метод их изучения (метод сечений). Напряжение полное, нормальное и касательное. Главный вектор и главный момент внутренних сил в сечении. Внутренние силовые факторы в поперечном сечении бруса. Продольные и поперечные силы, крутящий и изгибающий моменты. Их выражения через напряжения. Виды простейших деформаций бруса: растяжение-сжатие, сдвиг, кручение, изгиб. Понятие о расчетной схеме бруса. Расчеты по деформированному и недеформированному состояниям. Принцип независимости действия внешних сил.

          Растяжение и сжатие прямого бруса 

   
Центральное растяжение или сжатие. Продольные силы. Дифференциальные зависимости между продольными силами и нагрузкой. Эпюры продольных сил. Напряжения в поперечных сечениях бруса. Основные допущения. Эпюра напряжений. Напряжения в сечениях, наклонных к оси бруса. Продольные и поперечные деформации бруса. Закон Гука при растяжении и сжатии. Модуль упругости E  и коэффициент Пуассона (. Удлинение (укорочение) прямого бруса постоянного и переменного сечения. Жесткость при растяжении и сжатии. Перемещения поперечных сечений бруса. Эпюры перемещений. Изменение объема при растяжении и сжатии.

          Потенциальная энергия деформации при растяжении и сжатии. Полная и удельная работа, затрачиваемая на деформирование материала.   
Механические свойства материалов при растяжении и сжатии

    
Опытное изучение механических свойств материалов при растяжении и сжатии. Диаграммы растяжения и сжатия пластических материалов (P, (( и (, (). Основные механические характеристики материала: предел пропорциональности, предел упругости, предел текучести и предел прочности (временное сопротивление). Особенности деформирования и разрушения пластичных материалов при растяжении и сжатии. Пластические деформации. Линии скольжения. Понятие об истинной диаграмме растяжения и сжатия. Разгрузка и повторное нагружение. Наклеп. Диаграммы растяжения и сжатия хрупких материалов и их основные механические характеристики. Особенности разрушения хрупких материалов при растяжении и сжатии. Влияние скорости нагружения, температуры и других факторов на прочностные характеристики материалов. Понятие о влиянии радиоактивного облучения материалов. Последствие (упругое и пластическое). Понятие о ползучести, релаксации и длительной прочности.

          Строительные материалы с нелинейной зависимостью между деформациями и напряжениями. Механические свойства новых строительных материалов - пластмасс. Особенности их поведения под нагрузкой в зависимости от ряда дополнительных условий: температуры, влажности, скорости нагружения и др.

 Расчеты на прочность и жесткость при растяжении и сжатии
      
Основные понятия о прочности, надежности и долговечности конструкций. Различные взгляды на пределы нагружения. Методы расчета по допускаемым напряжениям, разрушаемым нагрузкам и предельным состояниям. Коэффициенты запасы по напряжениям и нагрузкам. Технико-экономические факторы, влияющие на значение коэффициента запаса. Основные виды задач в сопротивление материалов: проверка прочности, подбор сечения, определение допускаемой нагрузки (грузоподъемности) различными методами. Случай неравномерного распределения нормальных напряжений в местах резкого изменения поперечных сечений бруса. Концентрация напряжений и коэффициент концентрации. Влияние концентрации напряжений на прочность при статической нагрузке. Учет собственного веса при растяжении и сжатии. Понятие о брусе равного сопротивления. Статически неопределимые задачи при растяжении и сжатии. Расчеты на нагрузку, температуру и принудительные натяги. Предельные нагрузки для статически неопределимых систем.

Плоское  напряженное  состояние

Понятие о плоском напряженном состоянии в точке. Общий случай плоского напряженного состояния. Закон парности касательных напряжений. Напряжения на наклонной площадке. Главные площадки и главные напряжения. Площадки с наибольшими касательными напряжениями. Величина наибольших касательных напряжений. Закон Гука при плоском напряженном состоянии.

Сдвиг

Напряжения и деформации при сдвиге. Закон Гука при сдвиге. Модуль сдвига G. Зависимость между G, E и (  для изотропного тела. Неизменность объема при сдвиге. Понятие о расчете на прочность заклепочных и сварных соединений. 

Понятие о пространственном напряженном состоянии

 Составляющие вектора напряжений и их обозначения на координатных площадках трехмерного тела. Понятие о главных напряжениях в трехмерном теле. Экстремальные значения касательных напряжений. Компоненты деформации. Объемная деформация. Закон Гука при пространственном напряженном состоянии. Удельная потенциальная энергия. Энергия изменения объема и энергия изменения формы.     

Экспериментальные  методы исследования  деформаций  и  напряжений

Измерение деформаций тензометрами. База тензометров. Тензометры механические. Тензометры омического сопротивления (проволочные датчики). Понятие о тензометрической розетке при исследовании плоского напряженного состояния. Поляризационно-оптический метод исследования напряжений. Понятие о моделировании. Краткие сведения о специальных экспериментальных методах (методе хрупких лаковых покрытий, методе муаровых полос и др.).    

Гипотезы   прочности  и пластичности 

Назначение гипотез прочности и пластичности. Понятие об эквивалентном напряжении. Хрупкое и вязкое разрушение в зависимости от вида напряженного состояния. Современная трактовка развития трещин и наступления пластических деформаций. Гипотезы прочности при хрупком состоянии материала. Гипотеза наибольших нормальных напряжений. Гипотеза наибольших деформаций (удлинений). Гипотеза разрушение Мора для материалов с различными пределами прочности при растяжении и сжатии. Гипотезы пластичности при пластичном состоянии материала. Гипотеза наибольших касательных напряжений. Гипотеза энергии формоизменения и ее различные трактовки. Общие сведения о новых гипотезах прочности и пластичности.

Геометрические   характеристики поперечных   сечений

Осевой, полярный и центробежный моменты инерции. Зависимость для осевых и полярных моментов инерции. Осевые моменты инерции для прямоугольника, треугольника, круга и кольца. Зависимость между моментами инерции для параллельных осей. Изменение осевых и центробежных моментов инерции при повороте координатных осей. Главные оси инерции. Главные моменты инерции. Вычисление моментов инерции сложных профилей. Радиус инерции.

Кручение

Внешние силы, вызывающие кручение прямого бруса. Эпюры крутящих моментов. Кручение прямого бруса круглого поперечного сечения. Основные допущения. Напряжения в поперечных сечениях бруса. Угол закручивания. Жесткость при кручении. Главные напряжения и главные площадки. Виды разрушений при кручении бруса круглого поперечного сечения из разных материалов. Три вида задач при кручении: определение напряжений или углов закручивания, подбор сечений и вычисление допускаемого крутящего момента по прочности и жесткости. Расчет сплошных и полых валов на прочность и жесткость по мощности и частоте вращения вала. Потенциальная энергия деформации при кручении. Статически неопределимые задачи при кручении. Упруго-пластическое кручение бруса круглого поперечного сечения. Определение предельной несущей способности. Расчет цилиндрических пружин с малым шагом. Кручение брусьев прямоугольного сечения. Кручение стержней, сечение которых составлено из нескольких узких прямоугольников. Кручение тонкостенных стержней замкнутого профиля.

Изгиб

Изгиб прямого бруса в главной плоскости. Внешние силы, вызывающие изгиб. Виды нагрузок. Опоры и опорные реакции. Внутренние силовые факторы в поперечных сечениях бруса при изгибе: изгибающий момент и поперечная сила. Чистый и поперечный изгиб. Дифференциальные зависимости между изгибающим моментом, поперечной силой и интенсивностью распределенных нагрузок. Эпюры изгибающих моментов и поперечных сил. Нормальные напряжения при чистом изгибе. Основные допущения. Зависимость между изгибающим моментом и кривизной оси изогнутого бруса. Жесткость при изгибе. Формула нормальных напряжений. Распространение выводов чистого изгиба на поперечный изгиб. Касательные напряжения при изгибе брусьев сплошного сечения (формула Д.И.Журавского). Касательные напряжения при изгибе. Траектории главных напряжений. Понятие об изгибе бруса тонкостенного профиля. Центр изгиба. Потенциальная энергия. Упруго-пластический изгиб бруса. Пластический шарнир. Определение несущей способности балок. Разгрузка и остаточные напряжения и деформации. Расчет на прочность при изгибе по допускаемым напряжениям, по разрушающим нагрузкам и по предельным состояниям. Три вида задач: проверка прочности, определение размеров сечения, определение максимальной нагрузки по условию прочности. Рациональное сечение балок. Потенциальная энергия деформации при изгибе. Изгиб бруса переменного сечения. Понятие о расчете составных (сварных и клепаных) балок. Изгиб балок из разнородных материалов.  Понятие об изгибе балок из материалов, не следующих закону Гука.

Определение   перемещений (прогибов   и  углов  поворота)  при изгибе

Дифференциальное уравнение оси изогнутого бруса. Точное и приближенное уравнение кривизны. Непосредственное интегрирование дифференциального уравнения. Граничные условия. Метод начальных параметров. Определение перемещений и углов поворота в балках при помощи общей формулы Мора. Определение перемещений бруса переменного сечения.

Изгиб  статически  неопределимых балок 

Статически неопределимые однопролетные балки и многопролетные балки. Лишние неизвестные. Степень статической неопределимости. Основная система. Уравнения перемещений для определения лишних неизвестных. Понятие об особенностях расчета неразрезных балок. Определение несущей способности статически неопределимых балок.

Изгиб  балок  на  упругом  основании 

Понятие о балках на упругом основании. Типы упругих оснований и их свойства. Условия контакта подошвы балки и упругого основания. Дифференциальное уравнение оси изогнутой балки на винклеровом упругом основании и его интегрирование. Граничные условия. Метод начальных параметров. Случаи бесконечно длинных балок.

Сложное   сопротивление

Общий случай действия внешних сил на брус. Внутренние силовые факторы и их эпюры в плоских и пространственных ломаных брусьев. Характерные случаи сложного сопротивления прямого бруса: косой изгиб, внецентренное действие продольной силы, изгиб и кручение. Нормальные  напряжения при косом изгибе. Эпюра нормальных напряжений. Силовая и нулевая линии. Наибольшие напряжения. Подбор сечений при косом изгибе. Определение прогибов. Нормальные напряжения при внецентренном действии продольной силы. Эпюры нормальных напряжений. Силовая и нулевая линии. Ядро сечения. Учет продольной силы в пластическом шарнире. Определение предельной несущей способности при внецентренном действии продольной силы. Понятие о предварительном напряжении балок. Одночленная формула нормальных напряжений в сечении через ядровые моменты при действии продольной силы в главной плоскости. Напряжения в поперечном сечении при изгибе и кручении бруса с круглым поперечным сечением. Главные напряжения. Расчетные напряжения по некоторым гипотезам прочности и пластичности. Изгиб и кручение бруса с прямоугольным поперечным сечением. Учет продольной силы.

Изгиб и кручение тонкостенных стержней открытого профиля 

(теория В.З. Власова)
Понятие о тонкостенных стержнях закрытого и открытого профилей. Особенности стержней с открытым профилем (малая жесткость при кручении). Депланация поперечных сечений. Свободное и стесненное кручение. Основные предпосылки. Нормальное напряжение в сечении при стесненном кручении. Бимомент. Секториальные характеристики сечения. Выбор полюса. Начало отсчета секториальных площадей. Формула нормальных напряжений. Центр изгиба. Касательные напряжения в поперечном сечении и их определение. Дифференциальное уравнение углов закручивания и его интегрирование. Граничные условия. Метод начальных параметров. Внецентренное действие поперечной силы. Аналогия с изгибом. Особенности стесненного кручения тонкостенных стержней замкнутого профиля.  
Изгиб  и  растяжение  (сжатие) плоского  кривого  бруса

Понятие о кривом брусе большой и малой кривизны. Эпюры внутренних силовых факторов. Нормальные напряжения в поперечном сечении при чистом изгибе в главной плоскости. Эпюры нормальных напряжений. Определение положения нулевой линии для некоторых видов поперечных сечений бруса. Нормальные напряжения от продольной силы.

Устойчивость  сжатых  стержней  (продольный   изгиб)

Понятие об устойчивых и неустойчивых формах равновесия. Критические нагрузки. Устойчивость сжатых стержней в упругой стадии. Формула Эйлера для стержня с шарнирными опорами по концам (основной случай). Учет других видов закрепления. Понятие о гибкости и приведенной длине стержня. Формула Эйлера, записываемая через приведенную длину стержня. Предел применимости формулы Эйлера. Потеря устойчивости при напряжениях за пределом пропорциональности материала. Формула критической силы Энгессера - Ясинского. График критических напряжений в зависимости от гибкости стержня. Практический метод расчета сжатых стержней на продольный изгиб. Таблицы коэффициентов продольного изгиба (. Понятие о расчете составных стержней.

Продольно - поперечный  изгиб прямого  бруса

Понятие о продольно-поперечном изгибе. Расчет по деформированному состоянию. Дифференциальное уравнение продольно-поперечного изгиба. Продольный изгиб бруса с небольшим начальным напряжением в главной плоскости. Продольный изгиб бруса силой, приложенной с эксцентриситетом на главной оси инерции. Продольно-поперечный изгиб при наличии поперечной нагрузки.  Приближенный метод. Расчет на прочность при продольно-поперечном изгибе.

Расчеты при некоторых динамических нагрузках
Понятие о динамической нагрузке и динамическом коэффициенте. Подъем и опускание груза с ускорением. Использование принципа Даламбера. Удар об упругую систему с одной степенью свободы. Расчет по балансу  энергии. Продольный и поперечный удары по брусу. Приближенный учет массы бруса при ударе. Внезапное приложение нагрузки.  
    Расчет  на  прочность  при напряжениях, переменных  во времени

Характеристика циклов переменных напряжений. “Усталость” материалов. Виды усталостного излома. Сопротивление при переменных напряжениях. Кривая Велера и предел выносливости. Причины усталостных разрушений. Влияние на величину предела выносливости различных факторов (концентрации напряжений, чистоты обработки поверхности и др.). Эффективный коэффициент концентрации. Диаграммы предельных амплитуд. Выносливость при совместном изгибе и кручении. Расчет на выносливость и долговечность при переменных амплитудах напряжений на основе гипотезы линейного суммирования повреждений. Понятие о расчете механических систем на надежность.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Современные проблемы определения перемещений, напряжений и деформаций при расчете инженерных сооружений на прочность, жесткость, надежность, устойчивость и колебания. Использование новых материалов. Прочность при динамической нагрузке. Вопросы прочности при больших деформациях. Определение несущей способности конструкций, ползучесть и релаксация. Прочность материалов при высоких и низких температурах. Прочность материалов при сложном напряженно-деформированном состоянии. Вероятностные методы расчета конструкций. Применение электронно-вычислительных машин. Современные пути развития науки о прочности.

РАЗДЕЛ II. Основы теории упругости  и пластичности
        Введение 
           Теория упругости и пластичности как учебный курс в строительных вузах: его задачи и методы. Связь этой науки с другими дисциплинами расчетно-теоретического цикла. Краткий исторический очерк развития теории упругости, пластичности и ползучести.     

       Основные уравнения теории упругости 
              Теория напряжений. Дифференциальные уравнения равновесия. Напряжение на наклонных площадках и условия на поверхности тела. Понятие о тензоре напряжений и его составляющих. Разложение тензора напряжений на шаровой тензор и девиатор напряжений. Главные площадки и главные напряжения. Инварианты тензора напряжений и девиатора напряжений. Интенсивность напряжений. Наибольшие касательные напряжения.

             Теория деформаций. Вектор перемещений. Выражение компонентов деформации через перемещения (геометрические соотношения Коши). Уравнение неразрывности деформаций Сен-Венана. Тензор деформации и его составляющие. Главные деформации и главные оси деформации. Интенсивность деформаций.   

              Обобщенный закон Гука. Выражение деформаций через напряжения и напряжений через деформации в трехмерном изотропном теле. Закон Гука, связывающий объемную деформацию и среднее напряжение. Понятие о законе Гука для анизотропного тела. 

             Уравнение равновесия и перемещений (уравнение Ламе). Уравнения неразрывности деформаций в напряжениях (уравнение Бельтрами - Митчелла). Формулировка основной задачи теории упругости в напряжениях и перемещениях. Типы граничных условий на поверхности тела. Теория о единственности решения общей задачи теории упругости. Простейшие задачи теории упругости. 

Плоская задача теории упругости
Плоская деформация. Плоское обобщенное напряженное состояние. Уравнение равновесия и уравнение неразрывности деформаций в декартовых координатах. Функция напряжений Эри. Бигармоническое уравнение плоской задачи. Граничные условия. 

Решение плоской задачи для прямоугольных односвязных областей методом полиномов. Чистый изгиб балки: изгиб консольной балки силой приложенной на конце; балка на двух опорах под действием равномерно распределенной нагрузки; треугольная подпорная стенка. Метод тригонометрических рядов Рибьера - Файлона. Расчет балки-стенки. Принцип Сен-Венана. Понятие о методе конечных разностей (метод сеток).

Основные соотношения плоской задачи в полярных координатах. Осесимметричные задачи. Расчет трубы с толстыми стенками (задача Ламе). Чистый изгиб кривого бруса (задача Х.С. Головина). Клин, нагруженный в вершине сосредоточенной силой. Сжатие и изгиб клина. Действие сосредоточенной силы на полуплоскость Круги Бруссинеска. Действие распределенной нагрузки на полуплоскость. Понятие о расчете цилиндрических катков. Понятие о действии сосредоточенной силы на упругое полупространство.

Изгиб пластин    
Классификация пластин. Гипотезы, принимаемые в теории изгиба тонких пластин. Выражение изгибающих и крутящих моментов через функцию прогибов. Основное дифференциальное уравнение изгиба пластины в прямоугольных координатах (уравнение Софи Жермен - Лагранжа). Граничные условия для основных случаев закрепления краев пластины. Применение двойных и простых тригонометрических рядов к расчету прямоугольных пластин (метод Навье и метод Мориса Леви). Понятие о расчете прямоугольной пластины на упругом основании. Простейшие осесимметричные  задачи по изгибу круглых сплошных кольцевых пластин.

Вариационные методы решения задач по теории изгиба и устойчивости пластин путем приведения основного уравнения в частных производных к системе линейных алгебраических уравнений. Энергетический метод Ритца-Тимошенко. Метод Бубнова-Галеркина. Приведение основного уравнения  изгиба пластины к системе обыкновенных дифференциальных уравнений (метод В.З. Власова).

Понятие о расчете гибких пластин. Уравнения Кармана, учитывающие геометрическую нелинейность.

Основы расчета тонких оболочек
Основные сведения из теории поверхностей. Главные кривизны и главные линии кривизны. Гауссова кривизна. Оболочки положительной, отрицательной и нулевой гауссовой кривизны. Понятие о расчете оболочки по безмоментной теории. Гипотезы, принимаемые в теории изгиба тонких оболочек. Расчет оболочек вращения на осесимметричную нагрузку по общей теории. Понятие о краевом эффекте. Краевой эффект в цилиндрической и сферической оболочках. 

Расчет замкнутых и открытых цилиндрических оболочек на произвольную нагрузку.

Полубезмоментная теория цилиндрических оболочек В.З. Власова. Решение задач на основе этой теории методом Бубнова-Галеркина с применением балочных функций.

Элементы теории пологих оболочек В.З. Власова. Основные гипотезы. Система основных уравнений смешанного типа и методы ее решения. 

Понятие о расчете гибких пологих оболочек. Уравнение типа Кармана, учитывающее геометрическую линейность.

Основы теории пластичности и ползучести
Условия пластичности Сен-Венана и Мизеса. Простое и сложное нагружение тела. Активная, пассивная и нейтральная деформации. Модели идеальнопластических и жесткопластических тел.

Основные законы деформационной теории пластичности (теории малых упруго--пластических деформаций А.А. Ильюшина) и теории пластического течения. Простейшие задачи по теории пластичности: чистый изгиб балки, кручение круглого бруса, труба под внутренним давлением. Понятие о несущей способности балок и плит на основе модели жесткопластического тела (теория А.А. Гвоздева)

Явление ползучести в простейших конструкциях. Вязко-упругое поведение элемента конструкции при постоянном напряжении. Модель "тела Фойгта". Изменение напряжений в элементе конструкции во времени при постоянных деформациях (явление релаксации). Модель «тела Максвелла». Кривые ползучести. Понятие о наследственной теории ползучести и теории старения. Простейшие задачи по теории ползучести: установившаяся ползучесть балки при чистом изгибе, круглого бруса при кручении, толстой трубы под внутренним давлением.   

1.3 ОБъем дисциплины и виды учебной работы
форма обучения - Заочная
	Курс - II
	C, МТ
	        ПГС, ВК

	Всего часов 
	154
	124

	Аудиторные занятия:
	24
	24

	лекционные занятия
	8
	8

	лабораторные занятия 
	16
	16

	контрольные работы 
	4
	4

	Самостоятельные работы
	130
	100

	Зачеты 
	1 (4 семестр)
	1 (4 семестр)

	Экзамены 
	1 (4 семестр)
	1 (4 семестр)


	 

Курс - III
	C, МТ
	       ПГС, ВК

	Всего часов 
	146
	116

	Аудиторные занятия:
	16
	16

	лекционные занятия
	8
	8

	лабораторные занятия 
	8
	8

	контрольные работы 
	1
	1

	Самостоятельные работы
	130
	100

	Экзамены 
	1 (5 семестр)
	1 (5 семестр)


1.4 СОДЕРЖАНИЕ КУРСА

Раздел I
	Лекционные занятия        
	Наименование

 темы 
	Количество 

часов

	1
	Введение. Метод сечений. Понятие о напряжениях и деформациях.                                           
	0,5

	2
	Растяжение и сжатие прямого бруса. Вывод формул для напряжений и деформаций.
	0,5

	3
	Механические свойства материалов при растяжении и сжатии. Расчеты на прочность и жесткость. Статически неопределимые задачи.  
	0,5

	4
	Кручение валов круглого, трубчатого сечения.
	0,5

	5
	Изгиб балок. Вывод формул для нормальных и касательных напряжений. 
	1,0

	6
	Определение перемещений при изгибе.
	1,0

	7
	Сложное сопротивление. Косой изгиб. 
	0,5

	8
	Внецентренное напряжение и сжатие.
	1,0

	9
	Теории прочности.
	0,5

	10
	Совместное действие изгиба и кручения.
	0,5

	11
	Продольный изгиб стержней.
	1,0

	12
	Динамический расчет балки с одной степенью свободы.
	0,5


Раздел II
	Лекционные занятия
	Наименование 

темы
	Количество

часов

	1
	Введение. Задачи и методы теории упругости. Дифференциальные уравнения равновесия. Тензор напряжения. 
	1,5

	2 
	Теория деформаций. Соотношения копии. Плоская задача теории упругости. Уравнение неразрывности деформаций Сен-Венана 
	1,5

	3
	Плоская задача. Решение в напряжениях. Бигармоническое уравнение для функции напряжений. Метод Конечных разностей.
	1,5

	4
	Изгиб пластин. Уравнение СофиЖермен - Лагранжа.
	1,5

	5
	Основы теории пластичности. Условие пластичности Сен-Венана и Мизеса
	1,0

	6
	Основы теории ползучести
	1,0


1.5 ПЕРЕЧЕНЬ ТЕМ, КОТОРЫЕ СТУДЕНТ ДОЛЖЕН ПРОРАБОТАТЬ САМОСТОЯТЕЛЬНО

Раздел I
	Самостоятельные занятия
	Наименование 

темы
	Количество

 часов

	
	
	С,

МТ
	ПГС,

ВК

	1
	Напряженное состояние в точке. Главные площадки и главные напряжения
	20
	15

	2
	Кручение стержней прямоугольного поперечного сечения.
	20
	15

	3
	Построение эпюр M, Q при изгибе
	15
	15

	4
	Определение перемещений при изгибе
	15
	15

	5
	Изгиб статически неопределимых балок
	15
	10

	6 
	Расчет балки на собственные и вынужденные колебания
	15
	10

	7
	Расчет стержней на ударную нагрузку
	15
	10

	8
	Усталость материалов
	15
	10


раздел II
	Самостоятельные занятия 
	Наименование темы
	Количество 

часов

	
	
	С, 

МТ
	ПГС,

ВК

	1
	Плоская задача теории упругости. Метод конечных элементов.
	65
	50

	2
	Краевые задачи изгиба пластин. Метод конечных элементов.
	65
	50


1.6 лабораторные работы (ЛАБОРАТОРНЫЙ ПРАКТИКУМ)
1. Испытание на растяжение малоуглеродистой и легированной стали и чугуна с построением диаграммы растяжения. Определение модуля упругости

2. Определение коэффициента Пуассона для стали и других материалов

3. Испытание стали, чугуна, пластмасс и дерева на сжатие

4. Испытание металла на срез и дерева на скалывание

5. Определение напряжений с помощью  электротензометрии

6. Испытание круглого металлического образца на кручение с построением диаграмм и определением модуля сдвига

7. Испытание металлической балки на изгиб с проверкой закона плоских сечений и определением напряжений, прогибов и углов поворота

8. Определение усилий в «лишних» связях статически неопределимой балки

9. Демонстрация оптического метода исследования напряжений и других методов. Иллюстрация явлений концентрации напряжений

10. Испытание на растяжение пружины с определением модуля упругости при сдвиге

11. Определение деформаций и перемещений при косом изгибе

12. Определение напряжений при внецентренном или растяжении

13. Исследование продольного изгиба стержня в упругой и пластической стадиях

14. Исследование напряжений в кривом брусе

15. Испытание на удар. Определение ударной вязкости

16. Испытание на выносливость.                                                                                                 

1.7 тЕМАТИКА контрольных работ 

Растяжение и сжатие бруса.

          Статически неопределимые задачи.

          Определение геометрических характеристик поперечных сечений.

          Кручение валов круглого, трубчатого и прямоугольного сечений.

          Построение эпюр внутренних силовых факторов M, Q, и N в плоских изгибаемых брусьях и рамах.

          Расчет на прочность при изгибе.

          Определение перемещений при изгибе методом начальных параметров и при помощи общей формулы Мора.

          Расчет статически неопределимой балки.

          Внецентренное растяжение или сжатие. 

          Косой изгиб. 

          Расчет пространственного бруса.

          Расчет на продольный изгиб.

          Расчет на удар.

          Расчет на выносливость.

1.8 учебно-методическое обеспечение дисциплины
 Обязательная литература
1. Александров А.В., Потапов В.Д., Державин Б.П. Сопротивление материалов. – М.: Высшая школа, 2008. – 650 с.

2. Сидоров В.Н. Лекции по сопротивлению материалов и теории упругости. – М.: Изд. Центр генштаба Вооруженных сил РФ, 2002. – 352 с.

Рекомендуемая литература

1. Александров А.В., Потапов В.Д., Державин Б.П. Сопротивление материалов. –М.:   Высшая школа, 1995, 560с.

2. Самуль В.И. Пособие Основы теории упругости и пластичности. Учебное для студентов инж.-строит. Вузов. М.: Высшая школа, 1984.319с.

3. Дарков А.В., Шапиро Г.С. Сопротивление материалов. Учебник для студентов заочных вузов и факультетов. Изд. 5-е перераб. –М.: Высшая школа, 1989, 654 с.

4. Феодосьев В.И. Сопротивление материалов. Учебник для втузов. Изд. 9-е, перераб. М.: Наука, 1986- 560 с.

5. Теребушко О.И. Основы теории упругости и пластичности: Учебное пособие для студентов-заочников строительных специальностей вузов. М.: Наука, 1984. 319с.

6. Кузьмин Л.Ю., Кузьмин А.Л. Методические указания к выполнению виртуальных работ на ПЭВМ. Для студентов 2 и 3 курсов. (21/1/12). М.: РГОТУПС,2002.

1.9 ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ

Для освоения дисциплины необходим следующий перечень технических средств:

1. Компьютерное и мультимедийное оборудование;

2. Приборы и оборудование учебного назначения;
3. Пакет прикладных обучающих- программ:

- Кузьмин Л.Ю., Кузьмин А.Л. Комплекс виртуальных лабораторных работ COLUMBUS на ПЭВМ.
2  МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ДЛЯ СТУДЕНТОВ

Общие положения

Примеры решения задач, приведенные в данном методическом указании, относятся к простому виду сопротивления материалов – растяжение – сжатие и разделу курса – геометрические характеристики плоских сечений.
В целях успешного решения задач, студентам необходимо изучить соответствующие разделы по данному методическому указанию и учебной литературе, рекомендуемый перечень которой приведен в конце текста методических указаний.

Каждая задача, входящая в контрольную работу №1, должна содержать исходные данные, принятые студентом согласно индивидуальному шифру, расчеты с необходимыми пояснениями, расчетные схемы и чертежи. Вся контрольная работа выполняется в отдельной тетради с оставлением на страницах полей. Чертежи выполняются в масштабе, соблюдение масштаба легче выполнить на миллиметровой бумаге.

Расчетные схемы и другие чертежи выполняются карандашом. Расчеты должны иметь озаглавленные части согласно заданию задачи.

Расчеты записываются в следующем порядке: вначале записывается формула в общем виде, затем подставляются числовые значения и приводится результат вычислений.

Все исходные данные берутся из задания к контрольным работам строго по шифру. Отклонения от шифра влечет за собой возврат контрольной работы и повторное её выполнение в соответствии с шифром.

Выполненная контрольная работа передается преподавателю кафедры для рецензирования. Работа, выполненная с ошибками, возвращается студенту для работы над ошибками. Исправление ошибок выполняется в конце тетради, при нехватке страниц вклеиваются дополнительные тетрадные листы.

В настоящем методическом указании приведены примеры решения задач №1, 2, 3, целью которых является закрепление и практическое применение теоретических знаний в процессе решения задач сопротивления материалов.

Построенные в решении задачи № 1 эпюры продольных сил и нормальных напряжений позволяют проанализировать характер распределения силовых факторов по длине бруса и определить наиболее напряженные участки. Задача № 2 знакомит студентов с решением простейших статически неопределимых задач при растяжении и сжатии. Задача № 3 связана с определением геометрических характеристик составных плоских поперечных сечений брусьев.

ОСНОВНЫЕ БУКВЕННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

       1. Латинские прописные буквы
А - площадь (от англ, area, фр. aire);
D - диаметр круга (от англ, diameter, фр. diamelre, нем. Durchmesser); наружный диаметр кольца;

Е - модуль продольной упругости (от англ, elasticity, фр. elas-ticite, нем. Elastizitatsmodul);
F - внешняя сила (от англ, и фр. force); сосредоточенная на​грузка;
G -  вес (от нем. Gewicht); модуль сдвига (от нем. Gleitmo-dul);
Н - горизонтальная составляющая опорной реакции (от англ. и фр. horizontal, нем. Horizontalkraft); высота колонны, фермы;

J - момент инерции площади сечения;
К - кинетическая энергия (от англ, kinetic, нем. kinetische); коэффициент запаса (от нем. Koeffizient);
L - пролет   фермы);
М -  внутренний момент (от англ., фр. и нем. moment); изгиба​ющий момент;
N - продольная (нормальная) сила (от англ, и фр. normal, нем. Normalkraft);
Q - поперечная сила (от нем. Querkraft);
R - расчетное сопротивление материала (от англ, и фр. resis​tance); опорная реакция (от англ, и фр. reaction);
S - статический момент площади сечения (от англ. statical, фр. statique. нем. statisches);
U - потенциальная   энергия;
V - объем тела (от англ, и фр. volume, нем. Volumen); верти​кальная составляющая опорной реакции (от англ, и фр. vertical, нем. Verticalkomponente);
W - момент   сопротивления    сечения  (от нем.  Widerstands - moment);   работа    (от   англ,   work); 

X, Y, Z - проекции силы соответственно на оси х, у, z.



2. Латинские строчные буквы
а - ускорение (от англ. и фр. acceleration); сторона квадрата; расстояние;
b - ширина (от англ. breadth, нем. Breiie); 

d - диаметр отверстия, заклепки, болта и т. п.; внутренний диаметр кольца; длина панели пояса фермы; 

е - эксцентриситет (плечо) силы (от англ, eccentricity, фр. ехcentriciie, нем. Exzentrizitat);

f - стрела прогиба (от фр. fleche);
g - ускорение свободного падения (от англ, gravity);

h - высота  (от англ, height, фр. hauteur, нем. Hohe);
i - радиус инерции сечения (от англ, inertia, фр. inertie);

k - катет сварного шва (от нем. Kaihete); 

l - длина  (от англ, lenghi, фр. longueur, нем. Lange); 

т - внешний  момент (см. п. 1,М); масса тела  (от англ, mass,фр. и нем. masse); 

п - количество (от англ, number);

р - давление (от англ, pressure, фр. pression); интенсивность нагрузки, распределенной по площади;

q - интенсивность линейной распределенной нагрузки;

s - напряжение (от англ, stress, нем. Spannung); полное на​пряжение в точке тела; путь;

t -  толщина (от англ, thickness); температура (от англ, и фр. temperature, нем. Temperatur);

и - удельная потенциальная энергия;

v - скорость (от англ, velocity, фр. Vitesse);

х -  горизонтальная ось поперечного сечения бруса;

у - вертикальная ось поперечного сечения бруса и перемещение (прогиб) вдоль нее;

z - продольная ось бруса; абсцисса сечения балки.

3. Греческие буквы
Δ - приращение величины; перемещение;

Τ -  равнодействующая внутренних касательных сил;

α - угол; коэффициент линейного расширения; отношение диа​метров кольца;

Р - угол; коэффициент глубины провара углового сварного шва;

γ -  удельный вес материала; угол сдвига; коэффициент на​дежности; угол наклона линии прогиба при косом изгибе;

δ - перемещение; длина непроверенного участка сварного шва;

ε - относительная деформация;

Θ - угловое перемещение;

λ - гибкость стержня;

μ - коэффициент приведения длины сжатого стержня; отноше​ние предельных напряжений при осевом растяжении и сжатии;

ν - коэффициент поперечной деформации (коэффициент Пуассона);

ρ - радиус кривизны;   радиус-вектор; плотность   материала;

σ - нормальное напряжение;

τ - касательное напряжение;

φ - абсолютный угол закручивания; коэффициент продольного изгиба;

4. Индексы
b - бетон (от фр. и нем. beton); болт (от англ, bolt, фр. Ъои-lon, нем. Bolzen); балка (от англ, beam, нем. Balken);

С - центр тяжести (от англ, и фр. centre);

с - сжатие (от англ, и фр. compression); условия работы (от англ, и фр. condition);

d - изменение формы (от англ, distortion, фр. distorsion), динамический (от англ, dynamic, фр. dynamiaue, нем. dynamische);

f - нагрузка; пояс (полка) балки (от англ, flange, нем. Flansch); угловой (валиковый) сварной шов (от англ, fillet);

g - клеевой шов (от англ, glue);

i - порядковый номер;  инерционный; 

k - порядковый номер;

т - материал (от англ. material, фр. matiere); среднее значе​ние;

п - нормативное значение  (от  нем. Normalien);

р - полярный (от англ, polar); смятие (от англ, pressure, фр.

pression);

r - заклепка (от англ, и фр. rivet); остаточный (от англ, resi​dual, фр. residuelle, нем. Rest); 

s - сдвиг, срез,   скалывание (от англ, shearing,   нем. Schub, Scherung);

t - растяжение (от англ, tension, фр. traction); 

и - предельное значение (от англ, ultimate);

v - объем;

w - стенка балки   (от англ. web);

х - координатная ось;

y - координатная ось; 

z - координатная ось; граница зоны сплавления при сварке (от англ, zone);

adm - допускаемое значение (от англ, и фр. admissible); 

сf - сопротивление отрыву  (от англ, cleavage fracture); 

c r- критическое значение (от англ, critical, фр. critique); 

des - расчетный (от англ, design); 

eff - эффективное значение (от англ, effective);

lim - опасное значение (от англ, limit, фр. timite);

 loc - местный (от англ, local, фр. locale);

max - максимальное значение  (от англ., фр. и нем. maximum); 

min - минимальное    значение  (от англ., фр. и нем. minimum); 

net - нетто (от англ, net, фр. nette. нем. net to);

pl - пластический  (от англ, plastic,    фр. plastique, нем. plastische);

pr - пропорциональность (от англ, proportionality);

red - приведенное значение (от англ.   reduced, нем. reduziert); 

y - текучесть (от англ.  yield,) ;

u - прочность (от англ.  ultimate,).

1 Осевое растяжение-сжатие

В различных элементах конструкций и машин воз​никают только продольные усилия, которые вызывают в них деформацию растяжения или сжатия. Например, трос подъемника при подъеме груза растянут, колонны каркаса многоэтажного здания преимущественно сжаты, элементы ферм могут быть растянутыми или сжатыми и т. д.

В простейшем случае растянутый или сжатый стер​жень — это стержень с силами, приложенными к его концам и направленными вдоль его оси. Передача усилий к стержню может быть осуществлена различными спосо​бами, и от этого зависит характер распределения внут​ренних усилий в области, близкой к нагружению стержня внешними силами.
· Осевым растяжением-сжатием называется такой вид нагружения, при котором в любом поперечном сечении бруса возникает только  продольная сила. Другие силовые факторы отсутствуют.

1.1. Внутренние усилия

При действии на стержень внешних нагрузок, равнодействующая которых направлена вдоль продольной оси, в поперечных сечениях возникает только один сило​вой фактор — продольная сила.

Эта сила называется продольной или нормальной, поскольку она перпендикулярна (нормальна) попереч​ному сечению.

Такие нагрузки вызывают в стержнях деформации растяжения и сжатия.

Брусья с прямолинейной осью, работающие на растяжение или сжатие называются стержнями. Стержни конструктивно могут являться  стойками, колоннами, поясами ферм.

· Условимся: продольную силу N считать положительной, если она вызывает растяжение, т. е. направлена от сечения, и от​рицательной, если она вызывает сжатие, т. е. направлена к сечению.

Продольную силу определяют  методом сечений.

Брус рассекают воображаемой плоскостью, перпендикулярной к его оси, мысленно отбрасывают одну из образовавшихся частей, а ее действие  на оставшуюся часть заменяют неизвестной силой N. После этого составляют единственное уравнение равновесия  оставшейся части  
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1.2 Напряжения в поперечных сечениях бруса

Продольная сила приложена в центре тяжести сечения. При растяжении (сжатии) бруса в его поперечных сечениях возникают только нормальные напряжения.

· Напряжение – интенсивность распределения внутренних усилий по сечению.

Опыт показывает, что в сечениях, удаленных от зоны приложения внешней нагрузки справедлива гипотеза плоских сечений. Сечения плоские до деформации остаются плоскими и после деформации. Отсюда следует, что в этих сечениях нормальные напряжения распределены равномерно и определяются по формуле
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где  N- продольная сила [Н], А – площадь поперечного сечения [м2].


Нормальные напряжения ( при сжатии определяются так же,  как и при растяжении, но считаются  отрицательными. 


В тех случаях, когда нормальные напряжения в различных поперечных сечениях бруса неодинаковы, целесообразно по​казывать закон их изменения по длине бруса в виде графи​ка - эпюры нормальных напряжений.


1.3 Деформации и перемещения при растяжении-сжатии


При растяжении стержня его длина увеличивается, а размеры поперечного сечения  уменьшаются, а при сжатии – наоборот.


Изменение длины стержня  
[image: image4.wmf]0
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  называют линейной про​дольной деформацией (абсолютным удлинением); изменение размеров поперечного сечения 
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— линейной попе​речной деформацией.

Интенсивность деформирования оценивают деформациями, при​ходящимися на единицу длины (размер сечения) стержня: относи​тельной продольной ε и относительной поперечной ε':
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Если представить на левом торце идеальные случаи отсутствия закрепления точек от перемещений перпендикулярных оси стержня.

Относительные деформации часто определяют в процентах. При растяжении продольную де​формацию (удлинение) считают положительной, поперечную (су​жение сечения) — отрицатель​ной. Экспериментально установ​лено, что между относительными поперечной и продольной дефор​мациями существует зависимость
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Здесь ( — коэффициент попереч​ной деформации, или коэффициент Пуассона.


В пределах упругого деформирования коэффициент Пу​ассона для каждого материала имеет постоянное значение (табл. 1.1). Значения коэффициента Пуассона находятся в пределах от 0 (пробка) примерно до 0,5 (каучук).


Экспериментально установлено, что в пределах упругого деформирования между нормальным напряжением  и отно​сительной деформацией  существует прямая пропорци​ональная зависимость
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Эта зависимость называется Законом  Гука.


Здесь E – коэффициент пропорциональности, также называемый модулем продольной упругости или модулем Юнга.


Модуль упругости первого рода (модуль Юнга) Е, постоянный для каждого материала (см. табл. 1.1). Модуль упругости имеет размерность напряжения. На практике удобно использовать единицы, кратные паскалю: мегапаскаль (1 МПа = 106 Па) и гигапаскаль (1 ГПа = 109 Па).

Таблица 1.1

Значения модуля упругости и коэффициента Пуассона

для некоторых конструкционных материалов

	Материал
	Е , 1011, Па
	(

	Сталь

Чугун

Медь техническая

Бронза

Алюминиевые сплавы

Дерево (вдоль волокон)

Резина
	1,90. ..2,15

0,75 ... 1,60

1,10 ... 1,30

0,80... 1,20

0,68 ... 0,75

0,68 ... 0,75

0,00008… 0,47
	0,25 ... 0,33

0,23 ... 0,27

0,31 ... 0,34

0,32 ... 0,35

0,32 ... 0,36

----

0,47


Расчет бруса, работающего на сжатие, рассмотрим в следующем примере.
Задача № 1
Для бруса переменного поперечного сечения, нагруженного собственным весом и сосредоточенной силой F, приложенной на расстоянии «с» от свободного конца, требуется:

1. Определить количество самостоятельных грузовых участков.

2. Получить аналитические выражения для величин продольных сил N и нормальных напряжений  (   для каждого грузового участка с учетом собственного веса бруса.

3. Построить эпюры продольных сил N и нормальных напряжений (.
4. Вычислить перемещение сечения отстоящего от свободного конца бруса до первого уступа, то есть на расстоянии l.
Дано:

Сталь - Площадь поперечного сечения – А = 225 см2; 
Длина  l =3,0 м; 
Модуль упругости 
[image: image11.wmf]5

10

1

,

2

×

=

E

МПа; 
Объемный вес – 
[image: image12.wmf]4
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Н/м3.

Бетон – площадь 
[image: image13.wmf]900
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см2;

Длина  l =9,0 м; 
Модуль упругости 
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МПа; 
Объемный вес – 
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Н/м3.

Решение

1. Определение количества участков
Продольная нормальная сила N зависит от внешних сил и собственного веса бруса, тогда границами грузовых участков будут сечения, в которых приложены внешние силы и происходит скачкообразное изменение площади поперечного сечения или объемного веса. Для заданного бруса количество грузовых участков равно трём:

1-й участок ОВ; 2-ой участок ВС; 3-й участок СД

2. Составление аналитических выражений для определения N(z) и 
[image: image16.wmf](
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, а также вычисление их значений для каждого участка
Используем метод сечений.

1-й участок. 
[image: image17.wmf]l

z

£

£

1

0

, 
[image: image18.wmf]1
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- текущая координата по оси бруса.
Проводим сечение I-I, отбрасываем нижнюю часть бруса и действие отброшенной части на оставшуюся заменяем внутренним усилием N(z1), P(z1) –  собственный вес бруса. 
Продольную силу N(z1) определяем из уравнения равновесия:
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(1.5)
Знак минус указывает на то, что брус сжат. Вес оставшейся части бруса определяем из условия:
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Тогда   
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Величину нормального напряжения при сжатии определяем из условия:
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Так как 
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 зависят от z1 линейно, то для построения эпюр достаточно знать величины усилий и напряжений на границах участка. Тогда:

при  
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при  
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Строим эпюры 
[image: image27.wmf]s

и

N

 на первом участке     

2-ой участок.               
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Поступаем аналогично действиям на первом грузовом участке.

Для оставшейся части, составляем уравнение равновесия:
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Откуда:

[image: image30.wmf](
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“z” в скобках при Р означает, что это Р - функция от z, отсутствие индекса означает , что это величина фиксированная. Так Р1= 5265 Н.
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 тогда аналитическое выражение для 
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[image: image35.wmf](
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Определим значения продольной силы и напряжений на границах второго участка:        

при 
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при 
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Строим эпюры 
[image: image38.wmf]s
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 на втором участке.

3-й участок.   
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Для определения 
[image: image40.wmf]s
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 на границах третьего участка применяя метод сечений составляем уравнение равновесия для отсеченной части 
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Тогда получим:
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Вычислим значения продольной силы и нормального напряжения на границах третьего участка.

При 
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 последнее слагаемое в условии (1.6) будет равно нулю и 
[image: image47.wmf]N

 будет равно:
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При 
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          Строим эпюры 
[image: image52.wmf]s
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 на третьем участке.

Теперь, имея эпюры для отдельных участков, составим из них эпюры продольных сил и нормальных напряжений для всего бруса целиком 


4. Вычисление перемещения сечения, отстоящего от свободного конца бруса на расстоянии 
[image: image53.wmf]l
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Полное перемещение согласно закону Гука может быть вычислено как сумма изменений длин участков стержня, находящихся между неподвижным сечением и сечением, перемещение которого мы определяем:
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(1.7)
где
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Вычислим все изменения длин участков.
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10

0405

,

0

10

2

2

9

20

2

3

7

2

2

-

×

=

×

×

×

=

×

×

=

D

b

b

b

b

E

l

l

g



[image: image58.wmf]м
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Перемещение происходит вниз
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Статически неопределимые системы


Для решения задач сопротивления материалов необходимо знать все внешние силы, действующие на конструкцию, включая реакции наложенных на нее связей. Из теоретической механики известно, что для определения реакций в связях тела, нагруженного плоской системой сил, достаточно трёх уравнений равновесия, для нагруженного пространственной системой – шесть уравнений статического равновесия. 
· Системы, для которых реакции связей и внутренние силовые факторы  не могут быть  определены только с помощью уравнений статистики, называют статически неопределимыми.

Для решения таких задач помимо уравнений равновесия составляют уравнения перемещений или уравнения совместности деформаций.

Эти уравнения составляют, определяя перемещения отдельных элементов системы и устанавливая связь между ними. Число таких уравнений равно степени статической неопределимости системы. 

Степень статической неопределимости системы равна разности между числом неизвестных сил и уравнений статики, которые можно составить для данной системы.
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где  
S - степень статической неопределимости системы;

R – число неизвестных реакций,

n – число независимых уравнений статики

  Расчет статически неопределимых систем производят по следующему алгоритму:
1. Статическая   сторона задачи. Отсекаем  все связи, заменяем их действия неизвестными усилиями. И для оставшейся части записываем уравнения равновесия. Таким образом, подсчитываем степень статической неопределимости и выявляем так называемые «лишние» неизвестные.

2. Геометрическая сторона задачи. Рассматри​вая систему в деформированном состоянии,   устанавливают связь между перемещениями точек ее  элементов. Полученные зависимости называются уравнениями  совместности перемещений. Их количество   должно  быть равно числу лишних неизвестных.
3. Физическая сторона задачи. На основании закона Гука по формуле (1.7) выражают удлинения (укорочения) элементов системы, входящие в уравнения перемещений, через усилия.
4. Синтез. Решая совместно статические и физические уравнения, находят неизвестные усилия.
Задача № 2

Данная задача требует от студентов знаний по решению статически неопределимых систем, связанных с растяжением и сжатием отдельных элементов конструкций.
Абсолютно жесткий брус В-Т, имеющий одну шарнирно-неподвижную опору в точке D и закрепленный в точках С и Т тягами из упруго-пластичного материала, загружен сосредоточенной силой – F, которая может изменять свою величину в процессе воздействия на брус. Площадь поперечного сечения тяг А1 и А2. Тяги стальные: Е=
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. Коэффициент запаса по пределу текучести kТ=1,5.
Требуется:

1. Сделать чертеж всей конструкции по заданным размерам, соблюдая масштаб.

2. Найти в зависимости от силы F значения усилий в тягах, реакции опоры D и угол поворота бруса вокруг опоры.

3. Определить в процессе увеличения силы F её значение, при котором напряжение в одной из тяг достигнет предела текучести.
4. Определить в процессе дальнейшего увеличения силы F ее предельное значение в предположении, что несущая способность тяг исчерпана.

5. Найти значения грузоподъемности из расчета по методам допустимых напряжений и разрушающих нагрузок при одном и том же коэффициенте запаса прочности. Сопоставить результаты и сделать вывод. 

Дано: A1= 3 см2; A2= 5 см2; а = 2,0 м; в = 1 м; с = 3 м; l1 = 1,5; l2 =2 м; 
Решение

1. Выполняем чертеж всей конструкции по заданным размерам, соблюдая масштаб.

2. Определяем в зависимости от силы F значения усилий в тягах.

Сделаем сечение по всем тягам и приложив в местах сечений усилия N1 и  N2, возникающие в тягах, рассмотрим равновесие оставшейся части, нагруженной продольными усилиями в тягах N1, N2, реакциями опоры D (RD и НD) и силой F.
Составим уравнения равновесия статики для оставшейся части, получим:

(Z = 0;                    HD = 0                                



 (1.8)
(Y = 0;         F − N1 − RD + N2 =0                         



 (1.9)
(MА=0; −F∙(a + b) + N1∙b + N2∙c =0                    



(1.10)
Из уравнений равновесия видно, что система один раз статически неопределима, т.к. три уравнения равновесия содержат четыре неизвестных усилия. Поэтому для решения задачи необходимо составить одно дополнительное уравнение совместности деформаций, раскрывающее статическую неопределимость системы.

Для составления дополнительных уравнений рассмотрим деформированное состояние системы, имея в виду, что брус абсолютно жесткий и поэтому после деформации тяг останется прямолинейным.

Эти дополнительные уравнения совместности деформаций получим из подобия треугольников ΔСС`D и ΔDТТ`
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Абсолютное удлинение тяг можно выразить известной зависимостью по закону Гука:
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Подставляя выражения (1.12) в (1.11), получим
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После вычислений и сокращения одноименных величин получим четвертое недостающее уравнение для раскрытия статической неопределимости
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Теперь, используя уравнение равновесия (1.10), выразим в долях от силы F значения усилий N1 и N2:
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откуда 
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Из уравнения равновесия (1.9) определим в долях от силы F реакцию опоры RD:
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В качестве проверки правильности определения усилий и опорной реакции составим дополнительное уравнение равновесия: сумму моментов всех сил относительно точки Т.
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Следовательно, усилия в тягах и реакция опоры найдены верно.

Угловое смещение находим как тангенс угла наклона оси бруса, но в виду его малости за функцию tg
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 примем значение самого угла 
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3. Определение величины F, при которой напряжение в одной из тяг достигнет предела текучести
Для вычисления величины силы F, при которой напряжение в одной из тяг достигнет предела текучести (Т, определим нормальные напряжения, возникающие в тягах, учитывая то, что тяги работают на растяжение получим:
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Полученные величины напряжений показывают, что в тяге 2 напряжение достигнет предела текучести раньше, чем в тяге 1 и (2.> (1 . Поэтому, приравняв напряжение (2  пределу текучести (Т определим величину F, при которой нормальное напряжение в тяге 2 достигнет предела текучести (т :
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4. Определение предельного значения силы F, соответствующей реакции опоры RDпр и угла поворота 
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При исчерпании несущей способности всех тяг напряжения в них достигнут предела текучести (т. В этом случае предельные усилия, которые возникнут в тягах, будут равны:
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Предельную величину внешней нагрузки, соответствующую исчерпанию несущей способности, найдем из уравнения (1.10)
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Предельную величину реакции 
[image: image90.wmf]пр

D

R

 определяем из уравнения (1.9) 
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При определении наименьшего угла поворота бруса, соответствующего предельному состоянию системы, необходимо знать, в какой из тяг текучесть наступит позже. Согласно напряжениям найденным в разделе 2, данной задачи это произойдет во второй тяге. 
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5. Определение грузоподъемности из расчёта по методам допускаемых напряжений  разрушающих нагрузок
По методу допускаемых напряжений условие прочности имеет вид
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Тот же результат мы получим, поделив силу 
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По методу разрушающих нагрузок
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Сравнивая величины грузоподъемности, видим, что грузоподъемность по методу разрушающих нагрузок выше грузоподъемности по методу допускаемых напряжений.
2  Геометрические характеристики плоских сечений
В формулах при расчетах стержней на прочность и жесткость используются параметры, зависящие от размеров и формы поперечного сечения стержня. Они называются геометрическими характеристиками. Рассмотрим общий вид поперечного сечения и привяжем его к ортогональной системе координат ХУ, проходящей через произвольную точку 0 

1. Первая характеристика – площадь поперечного сечения А, которая измеряется в м2 и выражается через бесконечно малую частицу площади по формуле
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(2.1)

Площадь величина положительная.


2. Вторая характеристика – статический момент площади относительно оси
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(2.2)

Размерность м3.

В отличие от площади статический момент может быть положительным, отрицательным и нулевым в зависимости от ориентации осей относительно сечения.

Точка пересечения двух осей, относительно которых статические моменты равны нулю, называется центром тяжести.

Геометрическое место центров тяжести всех сечений стержня называется осью стержня.
Оси, проходящие через центр тяжести называются центральными осями Хс и Ус. Относительно них
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(2.3)

Вычислим статические моменты относительно осей ХУ, отстоящих от центральных  на расстояние Уц.т и Хц.т. учтем при этом (2.3) и (2.1)
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(2.4)


Отсюда получим формулы для координат центра тяжести в произвольных осях
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(2.5)


Если 
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 известны, то статические моменты определяются по формулам
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Рассмотрим составное сечение, состоящее из n  частей, для которых известны координаты центров тяжестей.

Тогда, используя (2.6) для каждой части вместо (2.5) получим
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(2.7)


По этим формулам можно определить ц.т. любого сечения и следовательно, определить положение оси стержня.


Третья характеристика – моменты инерции
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 - осевые моменты инерции
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Размерность м4.


Между осевыми и полярными моментами инерции существует важная зависимость
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Таким образом, для любой пары осей, проведенной через конкретную точку, сумма осевых моментов инерции есть величина постоянная.
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(2.9)

Осевые и полярные моменты инерции величины существенно положительные, а центробежный – может быть и отрицательным и нулевым. Последний случай очень важен. Мы его рассмотрим позже отдельно.

Величины моментов инерции для конкретных простейших форм вычислены и получены готовые формулы. Для прокатных профилей величины даются в табличной форме в сортаменте.

Рассмотрим, как меняются моменты инерции при параллельном переносе осей координат 

Пусть моменты инерции относительно центральных осей  ХсУс известны (по формулам или таблицам). Нужно найти моменты инерции относительно параллельных осей ХУ, отстоящих от центральных на расстояние a и b.
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аналогично,
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Понятие о главных центральных осях инерции сечения


Через центр тяжести можно провести бесчисленное количество пар осей координат. У каждой пары будут свои значения 
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Для новых осей существуют формулы, зависящие от угла поворота 
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, которые приведены в учебниках. Можно доказать, что среди этих пар существует в общем случае пара осей относительно которой центробежный момент инерции  
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Все формулы сопротивления материалов относятся к главным центральным осям инерции сечения.


Если известны моменты инерции относительно центральных осей 
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, то главные оси и моменты инерции находятся по формулам:
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(2.11)

Задача №3
Для бруса, поперечное сечение которого состоит из швеллера №20 и уголка №100х100х8 требуется:

1. Вычертить схему составного поперечного сечения в масштабе 1:2, на которой указать положение всех осей и все размеры.
2. Найти общую площадь составного поперечного сечения.
3. Определить центр тяжести составного сечения
4. Определить осевые и центробежный моменты инерции составного сечения относительно осей, проходящих через его центр тяжести.

5. Найти положение главных центральных осей, значения главных центральных моментов инерции, главных радиусов инерции и выполнить проверки правильности вычисления моментов инерции.

Рассмотрим сечение, состоящее из швеллера и уголка.

По заданию на контрольные работы согласно шифру студент выбирает номера прокатных сечений. В нашем случае это будут швеллер №20 и уголок 100х100х8.

1. Вычертим схему поперечного сечения в масштабе М 1:2, то есть в два раза меньше натурных размеров. Для этого из сортамента выписываем все необходимые геометрические характеристики прокатных профилей, входящих в составное сечение.

а). Для швеллера №20 (ГОСТ 8240-89)
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б). Для уголка 100х100х8.
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1. Определение общей площади составного сечения.
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2. Определение положения центра тяжести (ц.т.) составного сечения. Выбираем вспомогательные оси, которые могут быть выбраны произвольно. В нашем случае для сокращения вычислений за вспомогательные оси примем оси, проходящие через ц.т. швеллера. Тогда координаты ц.т. составного сечения относительно вспомогательных осей можно определить из условий:
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Величину статических моментов найдем по зависимостям: 
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Значения расстояний в скобках приняты отрицательными, т. к. в принятой системе координат от ц.т. швеллера отсчёт ведётся вниз.  
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Тогда координаты центра тяжести составного сечения относительно вспомогательных осей составят:
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3. Определение осевых и центробежного моментов инерции относительно осей, проходящих через центр тяжести составного сечения
Для определения 
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используем формулы, выражающие зависимости между геометрическими характеристиками при параллельном переносе осей.
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В этих формулах «а и b» расстояния между осями Xc и Yc и осями, проходящими через центры тяжести швеллера и уголка:
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В процессе вычислений по формулам (2.9), (2.10), (2.11), следует помнить о том, что швеллер по принятой схеме изменил свое положение по сравнению  с его изображением в сортаменте. Изменение положения приводит и к изменению осевых моментов инерции, то есть 
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.Тогда:
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При вычислении центробежного момента инерции составного сечения следует иметь в виду, что 
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, так как швеллер имеет ось симметрии. Для уголка ( см. метод. указания) центробежный момент определим по формуле:
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где 
[image: image140.wmf]a

и

;

0

0

.

.

.

уг

у

мин

уг

уг

х

макс

уг

I

I

I

I

=

=

- угол между осью Х и главной осью Х0, в нашем случае угол 
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Далее получим:
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4. Определение положения главных центральных осей инерции составного сечения
Угол наклона главных осей инерции, проходящих через центр тяжести составного сечения к центральным осям инерции ХC  YC определяем по формуле:
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находим угол 
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Угол получился отрицательный, для отыскания положения главной оси максимального момента инерции «U» следует ось «YС» (т.к. 
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), повернуть по ходу часовой стрелки на угол 
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. Вторая ось, минимального момента инерции «V», будет перпендикулярна оси «U».

5. Определение величины главных центральных моментов инерции составного сечения и проверка правильности их определения.

Для этого используем зависимость:
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Первая проверка: 
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Вторая проверка:
[image: image155.wmf] 
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Проверки удовлетворяются, что говорит о правильности вычисления моментов инерции составного сечения.

6. Вычисление главных радиусов инерции составного сечения.

Величины главных радиусов инерции вычисляем по формулам:
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 3 КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ

       
Случай нагружения стержня, когда в поперечном сечении возникает только крутящий момент, а продольные и поперечные силы и изгибающие моменты отсутствуют, называется кручением. Стержень, подвергающийся кручению, часто называют валом. Кручению подвергаются элементы сооружений, детали машин, валы станков и двигателей, оси колесных пар локомотивов, дрезин и т.п. Характер деформации вала, подвергающегося кручению, очень зависит от формы поперечного сечения. Наибольшее распространение в производстве имеют валы с круглым и кольцевым сечением.

                         Определение крутящих моментов и построение их эпюр

        
Для расчета реального вала необходимо составить его расчётную схему. Под расчётной схемой конструкции (вала) подразумевается упрощённое изображение самой конструкции и нагрузки, действующей на эту конструкцию. На вал действуют три момента, передаваемыми шкивами и действующие в плоскостях, перпендикулярных продольной оси вала Z. Вал рассматривается в положении равновесия. Вал будет находиться в положении равновесия в двух случаях: в состоянии покоя или в состоянии вращения с постоянной угловой скоростью (ω = const). Условие равновесия вала имеет вид:                                      

 М1 – М2 + М3 = 0 или  ∑Мί = 0. Получаем равенство 

                                              

М1 + М3 = М2.                                 
(3.1)
        
Для определения величины крутящего момента в любом сечении вала используется метод сечений. Мысленно рассечем вал плоскостью, например, на участке между шкивами I и II. Отбросим правую часть и рассмотрим равновесие левой части вала. На эту часть вала действует внешний момент М1 и внутренний крутящий момент Мкр, приложенный в рассматриваемом сечении вала. Если отбросить левую часть вала и рассмотреть равновесие правой части, то на эту часть вала действуют внутренний крутящий момент Мкр и два внешних момента М2 и М3. 

        
Обратим внимание на направления действия крутящих моментов для обеих частей вала – направления  действия их прямо противоположные. Примем правило знаков для крутящего момента. Крутящий момент Мкр считается положительным, если, при взгляде на рассматриваемое сечение со стороны его внешней нормали, он закручивает вал по ходу часовой стрелки. Что и изображено на левой и правой частях вала. Условие равновесия любой рассматриваемой части вала имеет вид:

Σmz = 0,

т.е. сумма моментов всех сил, действующих на конкретную часть вала равна нулю.                                                              

        
При рассмотрении равновесия левой части вала имеем:

М1 + Мкр = 0,  Мкр = - М1.

        
Рассматривая равновесие правой части вала, получаем:

Мкр + М2 – М3 = 0,  Мкр = М3 – М2.

         
Легко заметить, что оба значения крутящего момента Мкр равны между собой (см. равенство 1). Следовательно,  для определения величины крутящего момента в конкретном сечении вала достаточно рассмотреть равновесие любой из двух части вала (левой или правой).

         
Для анализа деформированного состояния вала и решения вопроса прочности его необходимо иметь эпюру крутящего момента. Эпюра крутящего момента Мкр - это графическое изображение закона изменения величины крутящего момента по длине вала в зависимости от положения рассматриваемого сечения.
        
Рассмотрим построение этой эпюры. Для этого разобьём вал на четыре расчётных участка: A-I, I-II, II-III и III-B. Участки вала устанавливались таким образом. Внутри расчётный участок вала должен быть свободен от внешней нагрузки (исключение делается для момента, распределённого по длине вала), сосредоточенные внешние моменты будут расположены на границах расчётных участков. Шарниры А и В, на которые опирается вал, считаются идеальными, то есть трение в них отсутствует. Следовательно, моменты трения в подшипниках равны нулю. 

        
Для построения эпюры Мкр применим метод сечения, рассматривая каждый расчётный участок вала. 
        
Из условия равновесия левой части вала (Σmz = 0) получено, что 

Мкр2  =  - М1 = const,

то есть, величина крутящего момента не зависит от выбора сечения на участке. Момент Мкр2 отрицательный, следовательно вал на участке закручивается против  хода часовой стрелки.
        
Рассмотрим третий участок II-III (сечение 3-3). Расчётная схема участка приведена на рисунке 2,а. В этом случае отброшена левая часть вала и рассматривается равновесие правой его части. Условие равновесия: ∑mz = 0, Мкр3 – М3 = 0,   Мкрз = М3 = const. Момент Мкр3 положителен, т. е. вал на участке II-III закручивается по ходу часовой стрелки.

        При рассмотрении первого участка A-I рассматривается левая часть вала (сечение 1-1). Левее сечения 1-1 расположен идеальный шарнир А, момент трения в котором равен нулю. Следовательно, из уравнения равновесия ∑mz = 0 получаем Мкр1 = 0 = const. 
        Аналогично, для четвёртого участка III-B (сечение 4-4) рассматривается  равновесие правой части вала. Так как шарнир В идеальный, то Мкр4 = 0.

Определение напряжений и деформаций при кручении вала

с круглым поперечным сечением

       По результатам экспериментов для вычисления напряжений в сечении закручиваемого вала и  определения деформации его закручивания приняты две гипотезы:

1) сечения вала, плоские до закручивания вала, остаются плоскими и во время закручивания;

2) радиусы, мысленно проведённые в сечении вала, в процессе кручения не искривляются, а остаются прямыми.

        Принятые гипотезы позволяют рассматривать кручение вала круглого сечения как результат сдвигов, вызванных взаимным поворотом поперечных сечений относительно друг друга. А в силу того, что длина вала при кручении его не изменяется (это установлено опытами) в поперечном сечении закручиваемого вала возникают только касательные напряжения, а нормальные напряжения отсутствуют, то есть σz=0.

         Рассмотрим вал, один конец которого защемлен (сечение А), а на свободном его конце (сечение В) приложена пара сил с моментом  М . 

Образующая АВ, проведенная по боковой поверхности вала, после закручивания вала моментом М займёт положение АВ1, точка В переместится в положение точки В1, то есть сечение В повернётся по отношению сечения А на угол φ, названный углом закручивания. Угол ВАВ1 обозначим γ и назовём углом сдвига. Аналогично образующая А1К при закручивании вала займёт положение А1К1. 

         Рассмотрим бесконечно малый элемент вала длиной dz, мысленно вырезанный из рассматриваемого вала на расстоянии z от сечения в заделке А . Образующая С1D2 отклонится на угол γ и займёт положение С1D1. Угол сдвига D1С1D2  равен:
γ = 
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         Произвольное волокно TL, отстоящее от продольной оси на расстоянии ρ, повернётся на угол 
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, а точка L займёт положение точки L1. Угол сдвига 
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γρ = 
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        Учитывая закон Гука при сдвиге, получаем следующие выражения:
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Полученные выражения показывают, что касательные напряжения изменяются   пропорционально   расстоянию ρ   от центра сечения вала (от оси стержня, 0 ≤ ρ ≤ r) до конкретной точки сечения. Наибольшие касательные напряжения возникают в точках, лежащих на поверхности закручиваемого вала. Следовательно, разрушение вала будет начинаться на поверхности вала.
       
Для получения формулы вычисления касательных напряжений при расчёте конкретного вала воспользуемся следующими соображениями. Возьмём произвольную элементарную площадку сечения вала, расположенную на расстоянии ρ от центра сечения. На этой площадке действует элементарная сила τρdА. Момент этой силы относительно оси вала равен

dМкр =  τρdА(.
Суммируя эти моменты по всем элементарным площадкам сечения, получим величину полного крутящего момента в сечении вала:

                                            


[image: image167.wmf]ò

=

A

КР

dA

М

.

r

rt

                                      (3.3)

       
Из-за отношения 
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 формулу (2) практически применить нельзя. Для  получения практической формулы в формулу (3) подставим выражение (2), и тогда получим

      Мкр = 
[image: image169.wmf]r

r

j

dA

dz

d

G

А

2

ò

,  Мкр = G
[image: image170.wmf]dA

dz

d

A

2

ò

r

j

.  
[image: image171.wmf]ò

А

dA

2

r

 = Iρ –  полярный момент инерции сечения вала.

         Итак,                    

Мкр = GIρ
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         Подставив отношение 
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         Величина Wρ является полярным моментом сопротивления круглого сечения. Полярный момент инерции и полярный момент сопротивления круглого сечения равны:
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           Для кольцевого сечения с внешним диаметром D и внутренним d:
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где 
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             Определение деформации кручения, то есть, угла закручивания вала
Воспользуемся вторым выражением из (4) и найдём dφ:
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После интегрирования получаем угол поворота конечного сечения участка по отношению к начальному сечению того же участка вала
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Если   Мкр= сonst и GIρ= сonst, то  
[image: image187.wmf]r
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Величина GIρ называется жесткостью вала при кручении.

        
Полученные формулы (5) и (6) для определения касательных напряжений и угла поворота при закручивании вала правомочны только для валов с круглым или кольцевым сечениями. Эти формулы используются для решения задач прочности и жёсткости валов. 

         Условия прочности и жёсткости вала имеют вид соответственно:

                            

      τmax  ≤ Rср,   Θ ≤ [Θ].                                                  (3.7)  

где 
Rср – расчетное сопротивление на срез, [Θ] – допускаемый угол закручивания в рад/м, которые задаются в СНиП;

 
Θ = φ/l = Мкр/GIρ – относительный угол закручивания, то есть взаимный поворот двух сечений вала, находящихся друг от друга на расстоянии одного метра.   
        
Используя условия прочности и жёсткости вала, решается задача побора размеров сечения  вала по прочности или по жёсткости.

Подбор диаметра вала круглого сечения по прочности
 Запишем условие прочности вала в виде:
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Для трубчатого сечения
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Подбор диаметра вала по жёсткости
Условие жёсткости вала представим в виде:
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Для трубчатого сечения
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Задача расчёта валов некруглого сечения является значительно более сложной, чем рассмотренная задача кручения валов круглого или кольцевого сечения. Дело в том, что допущения, принятые  для валов с круглым сечением, для вала с некруглым сечением неприемлемы. Для этих валов нарушается гипотеза плоских сечений. Сечения вала, плоские до закручивания, во время кручения искривляются, то есть наблюдается явление депланации сечений. Точное решение получено Сен Венаном для полосы с бесконечно большой стороной. Оно дается в разделе сопротивления материалов под названием теория упругости. Результаты решения задачи кручения вала с прямоугольным сечением конечных размеров, полученные численными методами теории упругости приводятся к формулам, похожим на формулы для круглого сечения, но выражаются через коэффициенты k1. k2. k3, значения которых даются в специальной  таблице в зависимости от отношения сторон прямоугольника 
[image: image197.wmf]b
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В угловых точках сечения касательные напряжения равны нулю, а наибольшие напряжения действуют в точках, расположенных в середине длинной стороны прямоугольного сечения (см. точку 1).
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         Достаточно большие касательные напряжения возникают в середине короткой стороны прямоугольного сечения (точка 2): τ2 = 
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         Угол закручивания для вала с прямоугольным сечением определяется по формуле
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Коэффициенты 
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, входящие в приведенные формулы, зависят, как сказано ранее, от соотношения сторон прямоугольника m = h/b, при этом должно соблюдаться соотношение b ≤ h.

Пример расчёта вала (задача № 4)
         Стальной валик жёстко защемлен на левом конце. На валик действуют две пары сил 2М и М.

         Требуется:

1. Построить эпюру крутящих моментов.

2. Определить моменты сопротивления при кручении для сечений I, II и III  и по наиболее опасному сечению найти допускаемую величину момента М.

3. Построить эпюры распределения касательных напряжений в сечениях I, II, III, отметив на сечениях опасные точки.

4. Построить эпюру углов закручивания.

Модуль упругости при сдвиге для материала валика G = 8(104МПа.

Исходные данные: а = 0.6м, с = 1.1м, D = 100мм, d/D = 0.8, Rcp = 110МПа. 
Решение

п.1. Построение эпюры крутящих моментов 

       Разобьём валик на два расчётных участка АВ и ВД и применим метод сечений для каждого расчётного участка валика.

       Рассматриваем участок ВД (сечение I-I). Отбрасываем левую часть валика и рассматриваем равновесие правой части. Уравнение равновесия для участка ВД:
                               Σmz = 0. М + Мкр = 0,  Мкр = - М = const.
       
Крутящий момент на участке ВД постоянен по длине участка и закручивает валик против хода часовой стрелки.

       
Рассматриваем участок АВ (сечение II-II). Уравнение равновесия

Мкр – 2М + М = 0,  Мкр = М = const.
Крутящий момент на участке АВ также постоянен по длине участка и закручивает валик по ходу часовой стрелки. 

      
По результатам расчёта строим эпюру крутящих моментов. 

п.2. Определение моментов сопротивления сечения кручению
Сечение I,      Wк = 
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     Сечение II.   
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Определение допускаемой величины момента М
Определение максимальных касательных напряжений в сечениях валика.

В сечении I             
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В сечении II.       
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В сечении III.       
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Сравнивая величины вычисленных напряжений, отмечаем, что наибольшие касательные напряжения возникают в сечении I. 
По условию прочности вала 
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 определяем величину допустимого момента                   
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п.3. Построение эпюр касательных напряжений по сечениям.

        
Для сечения I   
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Для сечения II                                                      

                                                   [image: image216.wmf]МПа
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Для сечения III 
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        Касательные напряжения во внутренних волокнах сечения при 
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п.4. Построение эпюры углов закручивания. 

        
Для построения эпюры углов закручивания вала определяем значения ординат углов закручивания в характерных сечениях вала, то есть значения φА, φВ, φС и φД. При φА = 0, так как в сечении А вал защемлён.
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φД = φС + 
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По вычисленным значениям углов закручивания строится эпюра углов закручивания.
4 ИЗГИБ ПРЯМЫХ СТЕРЖНЕЙ

Виды изгиба стержней

       
Одним из самых распространённых видов нагружения стержней является изгиб. Плоским изгибом называется такой случай нагружения стержня, когда все нагрузки и опорные реакции направлены перпендикулярно оси стержня и лежат в одной его главной плоскости инерции. При  изгибе стержни деформируются, т.е. меняют свою форму, так, что его продольная ось и волокна искривляются. Стержни, работающие преимущественно на изгиб, называются балками. Балка под действием этих пар моментов деформируется, вертикальные прямые линии по высоте балки остаются прямыми, но вверху балки расстояния между прямыми линиями уменьшилось, а внизу – увеличилось. То есть, верхние волокна балки укоротились, а нижние – удлинились. Таким образом, при изгибе часть волокон балки по её высоте испытывают растяжение, а другая часть волокон – сжатие. 

       
В зависимости от вида нагрузки, действующей на балку, возникают различные виды изгиба. Если в поперечном сечении балки при её изгибе возникает только изгибающий момент, а другие внутренние силовые факторы отсутствуют, то такой изгиб называется чистым. Если же в поперечном сечении балки при её изгибе возникают изгибающий момент и поперечная сила, то такой изгиб называется поперечным изгибом. 

Типы балок и опорных связей. Определение опорных реакций

       
Балка опирается на основание (фундамент, стены и т.п.) через опорные связи (опоры). На практике в большинстве случаев используются следующие виды опор. Здесь рассматриваются только опоры, все реакции которых лежат в одной плоскости. Виды опор:

  
1-й вид - шарнирно-подвижная опора, имеющая одну связь, по направлению которой запрещено линейное перемещение балки. 

     
Эта связь препятствует перемещению вдоль опорного стержня, но позволяет линейное перемещение в направлении, перпендикулярном направлению стержня опоры и поворот сечения балки относительно верхнего шарнира опоры. Реакция такой опоры V направлена вдоль опорного стержня.  

  
2-й вид - шарнирно-неподвижная опора, имеющая две связи, запрещающие линейные перемещения балки по двум взаимно перпендикулярным направлениям и позволяющие поворот балки относительно верхнего шарнира опоры. В такой опоре возникают две составляющие опорной реакции V и H. То есть считается, что эта опора имеет две реакции.   

  
3-й вид - заделка (запайка). Эта опора запрещает как линейные, так и угловое перемещение балки. Считается, что данная опора имеет три реакции: V, H и M (реактивный момент в заделке). 

        
Типы балок определяются по способу закрепления их к основанию. Шарнирная балка может иметь левую консоль или же две консоли, то есть, как слева, так и справа. 

        
Для определения внутренних сил в изгибаемой балке используется метод сечений. Но для этого необходимо знать все действующие на балку силы. При этом мы рассматриваем случай, когда на балку действует произвольная система сил, лежащих в одной плоскости. Внешняя нагрузка, действующая на балку, как правило, задаётся, а неизвестными являются опорные реакции. Для определения опорных реакций используются уравнения равновесия статики. При выборе осей координат для плоской системы сил можно использовать следующие варианты систем уравнений равновесия балки:

1-й вариант ΣZ = 0; ΣY = 0; ΣmA = 0;        
2-й вариант ΣZ = 0; ΣmA = 0; ΣmB = 0;
Здесь ΣZ; ΣY – суммы проекций всех сил, действующих на балку, соответственно, на координатные оси z и y, Σm – сумма моментов всех сил относительно любой выбранной точки.

Внутренние силы при изгибе

       
Как было отмечено ранее, для определения внутренних сил в изгибаемой балке используется метод сечений. Рассмотрим двухопорную шарнирную балку, имеющую левую консоль. На балку действуют внешний изгибающий сосредоточенный момент m, сосредоточенная сила P и равномерно распределённая нагрузка q. Рассечём балку в произвольном сечении плоскостью, перпендикулярной продольной оси балки (разрез 2-2, отбросим одну часть балки и рассмотрим равновесие оставшейся части. Рассмотрим, например, равновесие левой части балки. Для того, чтобы уравновесить внешнюю нагрузку, действующую на оставшуюся часть балки, в сечении 2-2 возникают внутренние силы – действие отброшенной части балки на оставшиеся. Этими внутренними силами будут изгибающий момент MX и поперечная сила QY.  Продольная сила NZ в сечении 2-2 равна нулю, так как все внешние силы, действующие на балку, перпендикулярны направлению продольной оси балки. Для внутренних сил MX и QY устанавливается следующее правило знаков.

Изгибающий момент MX считается положительным, если действие его вызывает растяжение нижних волокон балки. Поперечная сила QY считается положительной, если действие её вызывает поворот оставшейся части балки 

по ходу часовой стрелки, относительно ближайшей точки на оси этой части.

        Составим два уравнения равновесия для рассматриваемой части балки и решим их.

Σm0 = 0; 
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ΣY = 0; 
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Здесь 0 – центр тяжести поперечного сечения.

      
Из решения этих уравнений получаем аналитические выражения для изгибающего момента 
[image: image237.wmf]Х

М

 и поперечной силы 
[image: image238.wmf]Y

Q

как функции от z. 
       
Аналогично можно рассмотреть равновесие правой части балки, отбрасывая левую часть. Следует обратить внимание на направления внутренних сил (
[image: image239.wmf]Х

М

 и 
[image: image240.wmf]Y

Q

), приложенных к этой части балки. Направление действия этих сил прямо противоположно направлению действия их на левую часть балки.                                               

                    Дифференциальные зависимости между Mx, Qy и q
      
Между изгибающим моментом Mx, поперечной силой Q у  и внешней распределённой нагрузкой q существуют определённые зависимости. Рассмотрим консольную балку. Вырежем из этой балки на участке, загруженном равномерно распределённой нагрузкой q, элемент длиной dz. В сечениях этого элемента балки приложим внутренние силы. Составим уравнения равновесия этого элемента балки:

             
Σmo = - (MX + dMX ) + 0.5QYdz + 0.5(Qy + dQY )dz + MX = 0;

             
ΣΥ = qdz +QY – (QY + dQY) = 0.
        
Из первого уравнения, пренебрегая слагаемым второго порядка малости dQYdz, получаем   
[image: image241.wmf].
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 То есть, функция поперечной силы является первой производной функции изгибающего момента по длине балки.
        
Из второго уравнения имеем    
[image: image242.wmf].
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 Распределённая нагрузка – это первая производная функции поперечной силы по длине балки. При этом q считается положительной, если направлена вверх.
      
Имея две дифференциальные зависимости, получаем третью 
[image: image243.wmf].
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Построение эпюр изгибающих моментов и поперечных сил в балках

       
Для оценки прочности балки на изгиб нужно определить наибольшую величину изгибающего момента МХ и положение сечения, в котором этот момент возникает. Точно так же надо знать и наибольшую поперечную силу.

А чтобы выполнить полный анализ деформированного состояния изгибаемой балки, необходимо знать законы изменения этих усилий по длине балки. С этой целью строятся эпюры изгибающих моментов и поперечных сил, то есть графики функций MX и QY по всей длине балки. Построение этих эпюр выполняется с помощью метода сечений и производится в следующем порядке. В зависимости от вида внешней нагрузки, действующей на балку, балку разбивают на расчётные участки. Для каждого расчётного участка балки методом сечений составляются аналитические выражения для изгибающих моментов MX и поперечных сил QY и по этим выражениям строятся графики функций, то есть эпюры MX и QY. Построение этих эпюр рассмотрим ниже на конкретном примере.

Определение напряжений при изгибе
      
При рассмотрении темы «Зависимости между внутренними силами и напряжениями» в первой главе курса «Сопротивление материалов» получены следующие формулы:
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Из этих формул видно, что изгибающему моменту сопутствуют нормальные напряжения, а поперечной силе – касательные напряжения    
[image: image246.wmf]
       
Для случая чистого изгиба, то есть для изгиба, когда в поперечном сечении балки действует только изгибающий момент, а поперечная сила отсутствует, выведена следующая  формула для нормальных напряжений:   
[image: image247.wmf].
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В формулу входят следующие величины: 
[image: image248.wmf]Х

М

- изгибающий момент, действующий в рассматриваемом сечении балки, 
[image: image249.wmf]X

J

- момент инерции сечения балки относительно оси х, проходящей через центр тяжести сечения (она называется нейтральной осью), y – расстояние от нейтральной оси до рассматриваемого волокна балки.
      
Эта же формула нормальных напряжений используется и при поперечном изгибе, пренебрегая влиянием сдвигов на величину нормального напряжения. 

      
Так как отношение 
[image: image250.wmf]X
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 для конкретного сечения конкретной балки есть величина постоянная, то величина нормального напряжения зависит от расстояния от продольной оси балки z до рассматриваемого волокна (или от нейтральной оси х сечения до рассматриваемой точки). Наибольшие напряжения возникают в точках поперечного сечения наиболее удалённых от нейтральной  оси балки, то есть, когда 
[image: image251.wmf].
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Следовательно, получаем:  
[image: image252.wmf].
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Примем 
[image: image253.wmf].
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 Эта величина называется моментом сопротивления сечения относительно нейтральной оси х, то есть, получаем:    
[image: image254.wmf].
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При поперечном изгибе, в отличие от чистого изгиба в поперечном сечении балки наряду с изгибающим моментом возникает поперечная сила, вызывающая касательные напряжения 
[image: image255.wmf]y

t

в сечении балки. Эти касательные напряжения вычисляются по формуле Журавского Д.И.
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где 
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 – статический момент части сечения относительно нейтральной оси х, мысленно отсечённой от сечения, определяемый по формуле
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[image: image260.wmf]b

- ширина сечения в той точке, в которой определяются касательные напряжения (точка К), 
[image: image261.wmf]отс

А

- площадь отсечённой части сечения, 
[image: image262.wmf]отс
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- расстояние от оси  х  до центра тяжести отсечённой части сечения.

       
Принято, что касательные напряжения 
[image: image263.wmf]t

 равномерно распределены по ширине сечения. Эпюра распределения касательных напряжений по высоте балки. Наибольшие касательные напряжения 
[image: image264.wmf]max

t

возникают в точках сечения балки, расположенных на нейтральной оси сечения (ось х).  
      
Опытами установлено, что влияние поперечной силы при разрушении балки намного меньше, чем влияние изгибающего момента. Поэтому прочность изгибаемой балки определяется по максимальной величине нормальных напряжений. Балка считается прочной при выполнении условия прочности. Условие прочности балки имеет следующий вид: 
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 при расчёте балки по предельным состояниям; 

либо 
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 при расчёте балки по допускаемым напряжениям.

        
По условию прочности подбираются размеры поперечного сечения проектируемой балки. Условие прочности изгибаемой балки имеет вид:
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Из этого неравенства находим минимальное значение момента сопротивления сечения балки изгибу:
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Пример 1. Расчёт шарнирной балки (задача №5 схема 1)

     
Для балки, требуется:

1. Определить опорные реакции и проверить их.
[image: image269.wmf]
2. Разбить балку на расчётные участки. Для каждого расчётного участка составить аналитические выражения для поперечной силы 
[image: image270.wmf]y

Q

 и изгибающего момента 
[image: image271.wmf].

X

M


3. Построить эпюры поперечных сил 
[image: image272.wmf]y
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 и изгибающего момента 
[image: image273.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image274.wmf]
4. Руководствуясь эпюрой изгибающих моментов, показать приблизительный вид изогнутой оси балки.

5. По опасному сечению подобрать сечение балки из двутавра при расчётном сопротивлении Rи = 200МПа.

Исходные данные: 
[image: image275.wmf]l

 = 10м, a = 3м, m = 12 кHм, q = 3 кH/м, P = 4kH.
Решение
       
 п.1. Определение опорных реакций

Используем рис 13. б.   

        
Составляем уравнения равновесия балки:
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[image: image279.wmf]å
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Из первого уравнения равновесия (сумма проекций всех сил, действующих на балку, на ось z) получаем величину горизонтальной реакции опоры D, 
[image: image281.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf]
       
Из третьего уравнения равновесия (сумма моментов всех сил, действующих на балку, относительно точки B) вычисляем величину вертикальной реакции опоры D, то есть 
[image: image283.wmf]D
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[image: image285.wmf].
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Из второго уравнения равновесия (сумма моментов всех сил, действующих на балку, относительно точки D) определяем величину реакции опоры B, то есть 
[image: image286.wmf].
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[image: image288.wmf].
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Сделаем проверку правильности вычисления опорных реакций 
[image: image289.wmf]B
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 и 
[image: image290.wmf].
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Составляем уравнение равновесия (сумма проекций на ось y). Если опорные реакции верны, то это уравнение равновесия должно удовлетворяться, то есть, должно быть: 
[image: image291.wmf];
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Уравнение удовлетворяется, следовательно, реакции верны.

п.п. 2, 3. Составление аналитических выражений для поперечных сил 
[image: image294.wmf]y
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 и изгибающих моментов 
[image: image295.wmf]х

М

на участках балки. Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов
       
Разбиваем балку на расчётные участки: АВ, ВС и СD. Рассматриваем каждый участок отдельно, используя метод сечений.

      
Участок  АВ  (разрез 1-1).  Расчётная  схема участка при 0 ≤  z1  ≤ a = 3м. Уравнения равновесия для расчётной схемы участка АВ и их решения имеют вид:
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[image: image297.wmf].
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По полученным аналитическим выражениям для поперечных сил 
[image: image298.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image299.wmf]x
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 определяем ординаты их эпюр по границам участка. 

       
z1 = 0,  QA = - P = - 4 кH;  MA = 0.
[image: image300.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image301.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image302.wmf]
       
z1 = 3 м,  QB = - 4 - 3· 3 = - 13 кH; MB = - 4·3 – 1.5·32 = - 25.5 кHм.

Участок ВС (разрез 2-2). Расчётная схема участка, при 3м ≤  z2  ≤ 
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 = 8м. Уравнения равновесия расчётной схемы участка ВС и их решения имеют вид: 
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[image: image308.wmf](
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Вычисляем ординаты эпюр поперечных сил  
[image: image309.wmf]y

Q

  и изгибающих моментов 
[image: image310.wmf]x

M

 в граничных сечениях участка ВС.    
z2 = 3м. 
[image: image311.wmf];
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z2 = 8м. 
[image: image313.wmf];
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Участок CD (разрез 3-3).  Расчётная  схема  участка  при 
[image: image315.wmf]³
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 z3
[image: image316.wmf]0

³

. Уравнения равновесия расчётной схемы участка CD и их решения имеют вид:
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[image: image318.wmf].
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Вычисляем ординаты эпюр поперечных сил  
[image: image319.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image320.wmf]x

M

 в граничных сечениях участка CD.
 
z3  = 0; QD = - 2.4 кH; MD = 0.

z3 = 5м. QC = - 2.4 кH;  MC = 2.4·5 = 12 кHм.

       
По полученным значениям ординат строим эпюры поперечных сил 
[image: image321.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image322.wmf]х

М

 в рассматриваемой балке.
      
Положительные ординаты Qу откладываются вверх от оси балки, а отрицательные – вниз. 


Ординаты эпюры 
[image: image323.wmf]х

М

 откладываются в сторону растянутых волокон. Поэтому для балки с горизонтальной осью положительные ординаты откладываются вниз.

На участке BC эпюра поперечных сил меняет знак, то есть на этом участке имеется сечение, в котором поперечная сила равна нулю (см. эпюру поперечных сил 
[image: image324.wmf]y

Q

). Учитывая дифференциальную зависимость между изгибающим моментом и поперечной силой 
[image: image325.wmf]dz

dM

x

= Qy, устанавливаем, что в этом сечении функция изгибающего момента 
[image: image326.wmf](
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 имеет точку экстремума. Определяем местоположение этого сечения из равенства:
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Величина изгибающего момента в этом сечении равна
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п. 4. Руководствуясь эпюрой изгибающих моментов, изобразим примерный вид изогнутой оси балки
        
Так как эпюра изгибающих моментов построена со стороны растянутых волокон балки, то следует отметить, что на участке АК растянуты верхние волокна балки, а на участке  KD – нижние волокна балки. Учитывая, что сечения балки B и D расположены на опорах, следовательно, прогибы этих сечений равны нулю, а выпуклость изогнутой оси балки на участке KD вниз, на участке AK вверх.

п. 5. Подбор двутаврового сечения балки 

       
Подбор поперечного сечения изогнутой балки производится по условию прочности 
[image: image329.wmf].
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 Из этого условия получаем допустимый момент сопротивления сечения балки 
[image: image330.wmf].
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Максимальный изгибающий момент в рассматриваемой балке возникает в сечении балки над опорой B и он равен 25.5кHм, то есть 
[image: image331.wmf]кHм.
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Следовательно, 
[image: image332.wmf].
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Из ГОСТ выбираем двутавр №18, для которого Wx = 143см3.

Пример 2. Расчёт консольной балки (задача №5, схема 2)

        
Для деревянной балки прямоугольного сечения требуется выполнить тот же расчёт, что и для рассмотренной в примере 1 шарнирной балки.

       
 Исходные данные: Rи = 16 МПа (клееная древесина), h/d = 2 (h – высота сечения,  d – ширина  сечения),  a = 1.25м,  b = 1.5м,  c = 1.0м,  m = 6 кHм,  P = 3 кН, q = 2 кН/м.

Решение

       
Разбиваем балку на участки: CD, BC и AB. Так как мы имеем дело с консольной балкой, то определять её опорные реакции нет необходимости. Расчёт балки будем производить, двигаясь, рассекая балку, справа налево. 

        
Участок CD. Используем разрез 1-1. Расчётная схема участка  1 м = с
[image: image333.wmf]0

1

³

³

z

. Уравнения равновесия и их решения:
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По полученным аналитическим выражениям для поперечных сил 
[image: image335.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image336.wmf]x

M

 определяем ординаты эпюр этих усилий по границам участка.

z1 = 0;  
[image: image337.wmf];
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 z1 = 1.0 м, 
[image: image338.wmf]кHм.
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Участок BC. Используем разрез 2-2. Расчётная схема участка  2,5 м = (с + b)≥ z2 ≥ с = 1,0 м. Уравнения равновесия и их решения:
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        По полученным аналитическим выражениям для поперечных сил 
[image: image340.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image341.wmf]х

М

 определяем ординаты эпюр этих усилий по границам участка.  

z2 = 1.0м, 
[image: image342.wmf](
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z 2 = 2.5м, 
[image: image343.wmf](
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Участок AB. Используем разрез 3-3. Расчётная схема участка  3.75м = (a +b +c) ≥ z3 ≥(b + c) = 2,5 м.  Уравнения равновесия и их решения:
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По полученным аналитическим выражениям для 
[image: image345.wmf]y

Q

и 
[image: image346.wmf]x

M

определяем ординаты эпюр поперечных сил и изгибающих моментов по границам участка.

z3 = 2.5м     
[image: image347.wmf];
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z3 = 3.75м  
[image: image348.wmf].
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По вычисленным значениям ординат строим эпюры поперечных сил 
[image: image349.wmf]y

Q

 и изгибающих моментов 
[image: image350.wmf]х

М

. Ординаты эпюры 
[image: image351.wmf]х

М

откладываем в сторону растянутого волокна. 

     
По эпюре изгибающих моментов 
[image: image352.wmf]х

М

 изображаем примерный вид изогнутой оси балки. На участке балки АВ ординаты 
[image: image353.wmf]х

М

положительны и отложены вниз от нулевой линии, то есть растянуты нижние волокна, следовательно, балка изогнута выпуклостью вниз. На участках ВС и СD ординаты эпюры изгибающих моментов отрицательны и отложены вверх от нулевой линии, то есть растянуты верхние волокна балки, следовательно, балка изогнута выпуклостью вверх.

      
Подбор размеров поперечного сечения балки в виде прямоугольника. Условие прочности изгибаемой балки запишем в следующем виде:
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Момент сопротивления изгибу для прямоугольного сечения 
[image: image355.wmf]6
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Учитывая, что h = 2d, получим 
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Из условия прочности допускаемый момент сопротивления 
[image: image357.wmf].
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 Максимальный изгибающий момент определяем по эпюре 
[image: image358.wmf].
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 Наибольший изгибающий момент возникает в сечении В справа 
[image: image359.wmf]кHм.
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Итак, 
[image: image360.wmf].
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Находим значения ширины d и высоты h сечения балки.  
[image: image361.wmf].
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  Принимаем d = 8 см, тогда h = 16 см.
Пример 3. Расчёт плоской статически определимой рамы (задача №5 схема 3)
       
Для рамы требуется:

       1. Определить опорные реакции.

       2. Разбить раму на расчётные участки.

       3. Составить по участкам аналитические выражения для внутренних сил: 

           изгибающих моментов 
[image: image362.wmf]и

М

, поперечных 
[image: image363.wmf]Q

 и продольных 
[image: image364.wmf]N

сил.
       4. Построить эпюры изгибающих моментов, продольных и поперечных     

           сил.

        Исходные данные: l = 3м, m = 6 кHм, P = 4 кH, q = 2 кH/м

Решение

         
п.1. Определение опорных реакций

в опорных связях рамы возникают пять опорных реакций:MA, VA, HA, VE и HE. Составляем уравнения равновесия рамы, так как рама имеет два внутренних шарнира (В и С), то мы имеем право составить пять уравнений статики, используя шарниры В и С.


[image: image365.wmf].

0

;

0

;

0

2

;

0

;

0

2

;

0

;

0

;

0

;

0

;

0

2

=

-

+

=

S

=

-

+

=

S

=

+

+

=

S

=

+

-

-

=

S

-

=

=

+

=

S

l

H

l

V

m

m

l

H

l

V

m

m

l

q

l

Н

М

m

ql

P

H

H

X

V

V

V

V

Y

E

E

прав

C

E

E

прав

B

А

А

лев

В

E

A

E

A

E

A


       
Вычитая из 4-го уравнения статики 5-е уравнение, получим новое уравнение: 
[image: image366.wmf];
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 Из этого нового уравнения имеем: 
[image: image367.wmf].
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Теперь их первого уравнения находим, что 
[image: image368.wmf].
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 Из 5-го уравнения статики находим 
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 EMBED Equation.3  [image: image370.wmf]кH.

2

3

6

=

=

=

l

m

H

E


Рассмотрим уравнение статики №2 и найдём реакцию


[image: image371.wmf].
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Из 3-го уравнения статики находим реакцию 


[image: image372.wmf]кHм.
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Для проверки составим уравнение равновесия 
[image: image373.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image375.wmf]0
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п. 2. Разбиваем раму на расчётные участки: АВ, ВD и DE
Ригель BD рассматривается как один участок, так как наличие на нём шарнира не влияет на аналитические выражения внутренних сил Mx, Qy и Nz
     
 п. 3. Используя метод сечений, составим аналитические выражения для изгибающего момента 
[image: image376.wmf]и

М

, поперечной силы 
[image: image377.wmf]y

Q

 и продольной силы 
[image: image378.wmf]z

N

 на каждом участке рамы

       
Участок АВ (разрез I-I). Направление момента МА на схеме изменено, тем самым изменён его знак. 0 ≤ z1 ≤ l = 3м. Уравнения равновесия (уравнения статики) и их решения:


[image: image379.wmf].
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       По полученным аналитическим выражениям внутренних усилий определяем ординаты их эпюр на границах участка. Продольное усилие на участке АВ отсутствует, так как 
[image: image380.wmf].
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При z1 = 0 
[image: image381.wmf]кHм;
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При z1 = 3м   
[image: image382.wmf].
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На всем участке 
[image: image383.wmf]0
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М

, следовательно, т.е. растянуты правые волокна стойки и ординаты 
[image: image384.wmf]и

М

нужно откладывать вправо.

   Участок BD (разрез II-II). Расчётная схема участка  
[image: image385.wmf]0
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 Уравнения равновесия для расчётной схемы и их решения: 
[image: image386.wmf].
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Участок DE (разрез III-III). Расчётная схема участка  0 ≤ z3 ≤ 
[image: image387.wmf]l

 = 3м. Уравнения равновесия для расчётной схемы участка и их решения:


[image: image388.wmf].

;

0

;

0

кH

2

;

0

;

0

0

;

0

3

3

0

m

z

H

M

z

H

m

M

m

const;

H

Q

H

Q

Y

const;

N

Z

E

и

E

и

E

y

E

Y

z

-

=

=

-

+

=

S

=

=

=

=

-

=

S

=

=

=

S


       
По полученным аналитическим выражениям внутренних усилий определяем ординаты этих усилий на границах участка.

z3 = 0, 
[image: image389.wmf];
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z3 = 3м. 
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п. 4. По результатам вычислений в пункте 3 построены эпюры внутренних сил Ми, Qy и  Nz .

Определение напряженного состояния в окрестности точки внутри изгибаемой балки 

         
В задаче №6 рассматривается плоское напряжённое состояние в точке. Напряженное состояние в точке это совокупность напряжений, действующих по всевозможным площадкам, проходящим через данную точку. В практике встречаются три вида Рассматривается бесконечно малый параллелепипед с размерами ребер его dx, dy и dz, выделенной в окрестности относительно некоторой точки К, принадлежащей телу, испытывающему действие внешних сил. 

       
На четырёх попарно параллельных площадках параллелепипеда действуют нормальные и касательные напряжения. Индекс нормальных напряжений соответствует названию координатной оси, параллельной нормали к площадке, на которой действуют эти напряжения. Касательные напряжения имеют два индекса, первый индекс соответствует оси, параллельной нормали к площадке, а второй индекс указывает ось, параллельно которой оно действует. Принято следующее правило знаков для напряжений: нормальные напряжения считаются положительными, если они растягивающие. Для касательных напряжений существует правило внешней нормали, заключающееся в следующем. Касательные напряжения, действующие на площадке, считаются положительными, если нормаль к площадке их действия совпадает (не совпадает) с направлением соответствующей координатной оси, а направление действия их совпадает (не совпадает) с направлением другой координатной оси. Согласно только что принятых правил для напряжений в рассматриваемом параллелепипеде все они положительны. Касательные напряжения, действующие на двух взаимно перпендикулярных площадках, равны по величине (τzy =τyz) и направлены так, что вращают тело в противоположные стороны, это положение имеет название закона парности касательных напряжений. Для выяснения прочности необходим анализ напряжённого состояния в любой точке тела, позволяющий определить величину и направление действия наибольших напряжений. Это позволит инженеру определить в  любом месте балки направление её возможного разрушения.

         
Следовательно, перед инженером встаёт задача определения экстремальных напряжений (σmax и σmin) и положение площадок, на которых эти напряжения действуют. Площадки, на которых действуют экстремальные напряжения, называют главными площадками. Напряжения, действующие на главных площадках, называются главными напряжениями. Для решения поставленной задачи получим аналитические выражения для нормальных и касательных напряжений (σα, τα), действующих на наклонных площадках.

         
Рассмотрим равновесие элементарной треугольной призмы, полученной из рассматриваемого параллелепипеда. Составим уравнения равновесия   рассматриваемой   призмы – суммы проекций всех сил на оси υ и u (Σu = 0, Συ = 0). Решение этих уравнений даёт нам следующие выражения:

σα = σysin2α + σzcos2α + τzysin2α;
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2

cos

2

sin

2

a

t

a

s

s

t

a

zy

z

у

+

-

=


       
Полученные выражения для нормальных и касательных напряжений позволяют получить величины этих напряжений на любой площадке, положение которой будет установлено углом α.

       
Найдём положение главных площадок. Для этого воспользуемся математическим положением о нахождении экстремума функции.  Выражение нормальных напряжений представляет собой функцию 
[image: image392.wmf](
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Берём первую производную этой функции и приравняем её к нулю,


[image: image393.wmf];
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 получаем выражение 
[image: image394.wmf].
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 Из полученного выражения находим угол  α0, который и определит положение одной главной площадки, а положение второй главной площадки будет перпендикулярным положению первой площадки .

       
Сравнивая полученное выражение первой производной с выражением касательных напряжений, отмечаем их идентичность и делаем вывод, что касательные напряжения на главных площадках равны нулю.  

Определяем угол наклона главной площадки αо:  

         
[image: image395.wmf].
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Положительный угол – против часовой стрелки.

       Значения главных напряжений, действующих на главных площадках, определяются по формулам:
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При расчете стержней при всех деформациях принимается гипотеза о ненадавливании продольных волокон друг на друга в направлении перпендикулярном оси, т.е. считается, что напряжениями σy можно пренебречь,т.е.  σy = 0.


Кроме того, при изгибе τzy совпадают по направлению с поперечными силами, для которых положительное направление соответствует вращению оставшейся части по часовой стрелке, т.е. в сторону противоположную принятому правилу знаков для τzy при плоском напряженном состоянии.


Учитывая сказанное,  для балок получим формулы для определения положения главных площадок и величины главных напряжений
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Из последних формул видно, что при изгибе одно главное нагружение будет растягивающим, а другое – сжимающим.
       
Максимальные напряжения действуют на площадках, нормали к которым находится в квадрантах, где касательные напряжения сходятся. Минимальные напряжения действуют на площадках, нормали к которым находятся в квадрантах, где касательные напряжения расходятся. 

Пример 4. Определение напряженного состояния в окрестности точки внутри изгибаемой балки (задача №6)
       
Для части стальной балки, подвергнутой изгибу и имеющей поперечное сечение требуется:

1. Вычертить поперечное сечение в масштабе и определить положение главных центральных осей инерции.

2. Построить эпюру нормальных напряжений 
[image: image398.wmf]s

 при изгибе.

3. Определить значение нормального 
[image: image399.wmf]s

, касательного 
[image: image400.wmf]t

 и главных 
[image: image401.wmf]max

s

 и 
[image: image402.wmf]min

s

 напряжений в сечении балки на уровне  I-I  (показать положение главных площадок) и направление действия главных напряжений. 

4. Проверить прочность балки на уровне I-I  по первому предельному состоянию.

Исходные данные:   h = 200 мм,   a = 40мм,  c = 100 мм,  b = 160 мм,  d = 60 мм,  Mн = 60 кHм, Qн = 80 кH, Rн  = 240 МПа. Расчётное сопротивление следует определить по формуле Rи = Rнm, где m = 0.90 – коэффициент условий работы, γ = 1.3 – коэффициент надёжности. Rи = 0.9·240 = 216 МПа, Мр = Мн γ = 60·1.3 = 78 кHм,  Qр =  Qн γ = 80·1.3 = 104 кH.
Решение
       
п.1. Главные центральные оси инерции  сечения – это оси, проходящие через центр тяжести сечения, относительно которых центробежный момент инерции равен 0. Если сечение обладает хотя бы одной осью симметрии, то эта ось главная. Моменты инерции относительно главных осей обладают свойством экстремальности: относительно одной из них момент инерции максимальный, а относительно другой – минимальный.                     

       
Рассматриваемое сечение имеет одну ось симметрии – ось y, которая будет главной центральной осью сечения Yо. Для нахождения положения другой главной центральной оси хо определяем положение центра тяжести сечения. Выберем вспомогательные оси хy, относительно которых определим координаты центра тяжести сечения, Так как оси yо и y совпадают, то координата хц,т = 0. Координату уц,т определяем по формуле:


[image: image403.wmf].
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Здесь Sx - статический момент площади сечения, А – площадь сечения.
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п.2. Построение эпюры нормальных напряжений σ

      
Для построения эпюры σ, воспользуемся формулой нормальных напряжений при чистом изгибе:


[image: image405.wmf].

y

J

M

x

x

=

s



В этой формуле все параметры берутся по абсолютному значению, а знак определяется характером действия изгибающего момента. В нашем случае происходит растяжение нижних и сжатие верхних волокон.

      
Итак, определяем величину нормальных напряжений. Мр = 78 кНм. Момент инерции сечения относительно центральной оси  хо  равен:                       
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Напряжение в нижнем волокне сечения балки, где имеет место наибольшее растяжение волокон балки, при у = уо = 10.6 см. равно 


[image: image407.wmf].
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Напряжение в верхнем волокне сечения балки, где имеет место наибольшее сжатие волокон балки, при y  = h – yo = 20 – 10.6 = 9.4см, равно: 

                     
[image: image408.wmf]МПа.
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п.3.  Напряжение в волокне сечения балки, отстоящем от нижнего волокна на расстоянии d = 6 см, то есть при у = уо – d = 10.6 – 6 = 4.6 см, равно:
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Касательные напряжения в этом же волокне балки определяем по формуле Журавского Д.И.
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Величина поперечной силы 
[image: image411.wmf]кH,
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 момент инерции сечения 
[image: image412.wmf],
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 ширина сечения на уровне I-I сечения b = a = 4 см. Определим статический момент части площади сечения, расположенной ниже уровня I-I.
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Итак, 
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Определение положения главных площадок:


[image: image415.wmf](
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Определение главных напряжений на уровне I-I сечения.
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п.4. Проверка балки на прочность
Условие прочности балки:
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Прочность балки на уровне I-I  обеспечена.

5 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ПРИ ИЗГИБЕ БАЛОК

Метод начальных параметров

Задача №7

При изгибе балок возникают линейные и угловые перемещения. Составляющими перемещений вдоль оси обычно пренебрегают.

Линейным перемещением или прогибом балки называют перемещение центра тяжести поперечного сечения по нормали к недеформированной оси балки.

Угол, на который поперечное сечение поворачивается по отношению к своему первоначальному положению, при отсутствии сдвига, называют угловым перемещением или углом поворота сечения.

Прогиб и угол поворота в любом сечении балки определяют с помощью универсального уравнения метода начальных параметров:
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где 
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 - начальные параметры, т.е. прогиб, угол поворота, момент, поперечная сила и интенсивность распределенной нагрузки в начале координат. Начало координат всегда принимаем на левом конце балки.

При выборе начала координат на левом конце балки за положительное направление принимаем ось 
[image: image426.wmf]Z

 вдоль балки вправо и ось 
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вверх .

Начальные параметры 
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 и 
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 определяются из граничных условий, т.е. из условий закрепления балки на опорах.

Например, если начало координат совпадает с защемленным концом балки, то начальные параметры 
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 и 
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 равны нулю.

Если начало координат совпадает с шарнирной опорой, то 
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. Начальный параметр 
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 определяется  из условия закрепления правого опорного сечения, т.е. из уравнения 
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 - внешние силовые факторы в пределах балки.
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 - расстояние от начала координат до сечения, в котором определяются перемещения.
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 - расстояния от начала координат, соответственно, до момента, силы и начала распределенной нагрузки.

Знаки 
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означают, что соответствующие силовые факторы, после которых они поставлены, необходимо учитывать при 
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Все силовые факторы подставляются в уравнения (1.1) и (1.2) с учетом правила знаков, принятому при построении эпюры изгибающих моментов, а конкретно: от сил, действующих снизу вверх и моментов, направленных по ходу часовой стрелки, возникают изгибающие моменты со знаком плюс.

Если распределенная нагрузка не доходит до сечения, в котором определяют перемещения, то её необходимо продлить до рассматриваемого сечения и одновременно приложить такую же по величине и противоположно направленную нагрузку.

Знак плюс прогиба свидетельствует о том, что линейное перемещение направлено вверх.

Знак плюс угла поворота показывает, что поперечное сечение поворачивается против хода часовой стрелки.

Пример 1

Для заданной консольной балки необходимо определить прогиб и угол поворота в сечении 
[image: image452.wmf]B

 от действующей нагрузки. Балка стальная трубчатого поперечного сечения, загружены нагрузкой q, силой F и сосредоточенным моментом М на правом конце.

Решение

1. Определение опорных реакций
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2. Начальные параметры: 
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3. Определение жесткости сечения на изгиб балки

Модуль упругости 
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, главный момент инерции для трубчатого сечения  
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Жесткость сечения балки: 
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4. Определение прогиба в сечении «В»

Используя универсальное уравнение (1) записываем выражение прогибов:
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Принимая 
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, находим величину прогиба в сечении «В»:
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Сечение «В» по вертикали перемещается вниз.

5. Определение угла поворота сечения «В»

Используя универсальное уравнение (1.2), записываем выражение углов поворота:
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При 
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м вычисляем угол поворота сечения «В»
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Сечение «В» поворачивается по ходу часовой стрелки.

Пример 2

Для двухопорной балки необходимо вычислить прогиб и угол поворота в сечении 
[image: image480.wmf]B

 от действующей нагрузки. Балка стальная двутаврового поперечного сечения.

Решение

1. Определение опорных реакций
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Проверка:
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2.
Начальные параметры: 
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Начальный параметр 
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 определяем из граничного условия – прогиб  на правой опоре «С» равен нулю, т.е. из уравнения 
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Выражение для прогибов на любом участке
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При 
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3. 
Жесткость сечения балки на изгиб
Для двутавра №20, согласно ГОСТ 8239-72 
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Жесткость балки: 
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4.   Определение прогиба в сечении «В»

На основе уравнения (1.1), имеем выражение прогибов на втором участке:
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Сечение «В» по вертикали перемещается вниз.

5.   Определение угла поворота сечения «В»

Используя универсальное уравнение (1.2), записываем выражение углов поворота:
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Сечение «В» поворачивается против хода часовой стрелки.

6 СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ

Задачи № 8 и 9 относятся к разделу сложного сопротивления.

Сложным сопротивлением называется такое нагружение стержня, когда в его поперечном сечении возникают несколько внутренних силовых факторов, существенно влияющих на напряженное состояние.

В зависимости от наличия тех или иных внутренних факторов сложное сопротивление бывает нескольких видов.

Внецентренное растяжение или сжатие

Задача № 8

В задаче №8 рассматривается случай внецентренного растяжения-сжатия стержней.

Внецентренным растяжением-сжатием называется случай, когда равнодействующая сил, приложенных к стержню, направлена параллельно продольной оси, но точка приложения её не совпадает с центром тяжести поперечного сечения.

В поперечном сечении стержня возникают три компоненты   внутренних  усилий: продольное усилие 
[image: image514.wmf]N

, два изгибающих момента относительно главных центральных осей поперечного сечения 
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 и 
[image: image516.wmf]y
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.

Используя принцип независимости действия сил, нормальные напряжения в произвольно выбранной точке поперечного сечения определяются по формуле:
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в случае действия одной силы 
[image: image518.wmf]F

 формула (2.1) легко приводится к виду:
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где:

[image: image520.wmf]F
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x

 - координаты, в главных осях, точки приложения силы 
[image: image522.wmf]F

;
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 - координаты точки поперечного сечения стержня, в которой определяется нормальное напряжение;
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 - радиусы инерции поперечного сечения бруса относительно главных центральных осей.

Перед скобкой 
[image: image527.wmf]±

 - это знак нагрузки; если внецентренно приложена растягивающая сила 
[image: image528.wmf]F

, то перед скобкой оставляют знак плюс, если же сила сжимающая, то – минус.

Для выполнения проверки на прочность необходимо вычислять максимальные нормальные напряжения. Этот вопрос решается с помощью нулевой линии. Нулевая линия – линия, в каждой точке которой нормальные напряжения равны нулю.

Положение нулевой линии определяется отрезками 
[image: image529.wmf]x

a

,  
[image: image530.wmf]y

a

, которые она отсекает на главных центральных осях:






[image: image531.wmf]F

y

x

x

i

a

2

-

=

;






[image: image532.wmf]F

x

y

y

i

a

2

-

=

.

(2.3)

Нулевая линия (или нейтральная) может делить поперечное сечение на две части, в одной возникают растягивающие напряжения (положительные), в другой сжимающие (отрицательные).

Максимальные нормальные напряжения того или иного знака возникают в точках наиболее удаленных от нулевой линии.

В некоторых случаях появление в поперечном сечении нормальных напряжений разных знаков нежелательно. Добиться появления в поперечном сечении нормальных напряжений одного знака можно, используя понятие ядра сечения.

Ядром сечения называется некоторая область вокруг центра тяжести поперечного сечения, которая обладает следующим свойством: если нагрузка приложена в этой области или на её границе, то во всем поперечном сечении стержня возникают напряжения одного знака.

Граничные точки ядра сечения определяются по формулам:
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(2.4)

Для построения ядра сечения необходимо заданное поперечное сечение «обкатать» касательными нулевыми линиями. Для любого поперечного сечения можно провести большое количество касательных линий, но если учесть линейную зависимость между координатами ядра сечения и координатами нулевых линий, то количество касательных можно значительно уменьшить. Эта зависимость заключается в следующем: если при переходе из одного положения в другое, касательная вращается вокруг одной точки, то соответствующие граничные точки ядра сечения будут перемещаться по одной прямой линии.

Таким образом, количество касательных и число граничных точек ядра сечения, зависит от формы поперечного сечения стержня.

Пример

На брус заданного поперечного сечения в точке 
[image: image535.wmf]D

 действует продольная сжимающая сила 
[image: image536.wmf]200

=

F

кН 

Определить положение главных центральных осей инерции, вычислить главные моменты и квадраты главных радиусов инерции сечения. Найти положение нулевой линии, определить наибольшие (растягивающие и сжимающие) напряжения и построить ядро сечения в сечении, удаленном от верхнего торца.

Решение

1. Нахождение положения главных центральных осей и определение площади  поперечного сечения

Оси 
[image: image537.wmf]X

, 
[image: image538.wmf]Y

 совпадают с осями симметрии сечения, следовательно, являются главными центральными осями инерции.

Площадь поперечного сечения бруса:
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2. Определение главных моментов инерции и квадратов главных радиусов инерции:
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Квадраты главных радиусов инерции:
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3. Определение положения нулевой линии

Отрезки, отсекаемые нулевой линией на главных центральных осях инерции определяем по формулам (2.3):
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где 
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м – координаты точки приложения силы 
[image: image548.wmf]F

 

Отложив отрезки 
[image: image549.wmf]x

a

 и 
[image: image550.wmf]y

a

 соответственно на осях 
[image: image551.wmf]X

 и 
[image: image552.wmf]Y

, и проводя через их концы прямую, получим нулевую линию сечения, на которой нормальные напряжения равны нулю.

Знак минус в (2.3) указывает, что нулевая линия всегда проходит через четверть противоположную четверти, где находится точка приложения нагрузки.


4. Определение наибольших сжимающих и растягивающих напряжений и построение эпюры напряжений.


Наибольшие напряжения действуют в точках поперечного сечения, наиболее удаленных от нулевой линии.


Для определения положения опасных точек в поперечном сечении необходимо провести параллельно нулевой линии касательные к контуру сечения, таким образом, будут найдены точки, наиболее удаленные от нулевой линии, которые и являются опасными. 


Наибольшее сжимающее напряжение возникает в точке
[image: image553.wmf]D
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) , согласно формуле (2.2) имеем:
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Наибольшее растягивающее напряжение возникает в точке
[image: image557.wmf]C
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), согласно формуле (2.2) имеем:
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5. Построение ядра сечения


Для построения ядра сечения рассматриваем четыре положения касательной к контуру сечения 


а) касательная 
[image: image561.wmf]I

I

-

 отсекает на осях отрезки:
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Координаты граничной точки ядра сечения находим по формуле (2.4)
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б) касательная 
[image: image566.wmf]II
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 отсекает на осях отрезки:
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Координаты граничной точки ядра сечения:
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Для касательных 
[image: image571.wmf]III
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граничные точки ядра сечения располагаются симметрично найденным (соответственно т.3 и 4).

Соединив последовательно точки 1, 2, 3, 4 прямыми, получим ядро сечения 

3  КОСОЙ ИЗГИБ
Задача № 9

Косым изгибом называется случай сложного сопротивления, когда плоскость действия изгибающего момента не совпадает ни с одной из главных плоскостей инерции.

Косой изгиб можно рассматривать как одновременно действие двух плоских прямых изгибов в главных плоскостях инерции стержня.

Под главными плоскостями инерции понимают плоскости, проходящие через геометрическую ось бруса и главные оси инерции сечения.

Таким образом, в каждом сечении стержня балки одновременно действуют два независимых изгибающих момента 
[image: image573.wmf]x

M

, 
[image: image574.wmf]y

M

.

Для определения напряжений от каждого момента в отдельности, можно воспользоваться формулой плоского изгиба.

Согласно принципу независимости действия сил, полное напряжение будет равно сумме составляющих:
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(3.1)

по формуле (3.1) можно определить напряжение в любой точке поперечного сечения.

Для выполнения проверки на прочность необходимо найти опасное сечение по длине балки.

Опасное сечение – сечение, в котором возникают максимальные напряжения.

В опасном поперечном сечении определяют точки, где имеют место максимальные нормальные напряжения.

Опасные точки определяются с помощью нулевой линии, которая при косом изгибе проходит через центр тяжести поперечного сечения, но не совпадает с главными осями инерции.

Направление нулевой линии определяют по формуле:
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(3.2)

где 

[image: image577.wmf]j

 - угол между осью 
[image: image578.wmf]x

 и нулевой линией.

Максимальные напряжения возникают в наиболее удаленных точках от нулевой прямой.

Для выполнения проверки на жесткость необходимо уметь вычислять величины прогибов.

Полный прогиб произвольного сечения равен геометрической сумме двух перемещений вдоль оси 
[image: image579.wmf]x

 и 
[image: image580.wmf]y

.
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(3.3)

Направление полного прогиба определяется выражением:
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(3.4)

где 

[image: image583.wmf]b

 - угол между осью 
[image: image584.wmf]x

 и направлением полного прогиба.

Перемещения 
[image: image585.wmf]x

f

 и 
[image: image586.wmf]y

f

 определяются методом Мора, используя правило Верещагина.

По правилу Верещагина интеграл в пределах участка равен произведению площади «
[image: image587.wmf]w

» эпюры 
[image: image588.wmf]x

M

 (или 
[image: image589.wmf]y
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) от заданной нагрузки на ординату «
[image: image590.wmf]y

» эпюры 
[image: image591.wmf]__
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 (или 
[image: image592.wmf]__
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), от единичного силового фактора, приложенного по направлению перемещения (если определяется прогиб, то прикладывается единичная сила, если определяется угол поворота - то единичный момент)  взятую под центром тяжести площади 
[image: image593.wmf]w

, т.е. 
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В частном случае, если на каком-то участке обе эпюры имеют вид трапеций, то можно воспользоваться следующим выражением:
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(3.6)

Пример 1

Консольная стальная балка нагружена силами 
[image: image596.wmf]1

F

 и 
[image: image597.wmf]2

F

, направленными по главным центральным осям поперечного сечения. Необходимо построить эпюры изгибающих моментов 
[image: image598.wmf]x

M

, 
[image: image599.wmf]y

M

 в главных плоскостях инерции. Для опасного сечения найти положение нулевой линии, вычислить наибольшие растягивающие и сжимающие нормальные напряжения и построить эпюру напряжений. Найти значения полного прогиба с указанием его направления в середине длины консоли.

Решение

1. Построение эпюр изгибающих моментов 
[image: image600.wmf]x

M

 и 
[image: image601.wmf]y

M


1.1. Построение эпюры изгибающих моментов 
[image: image602.wmf]x

M

 (изгиб в вертикальной плоскости).

Вычисляем моменты в характерных точках:
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По полученным значениям строим эпюру изгибающих моментов 
[image: image606.wmf]x

M


1.2. Построение эпюры изгибающих моментов 
[image: image607.wmf]y

M

 (изгиб в горизонтальной плоскости).

Вычисляем моменты в характерных точках:
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Строим эпюру 
[image: image610.wmf]y

M

  

Очевидно, опасное сечение в заделке А.

2. Вычисление главных моментов инерции
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3. Определение положения нулевой линии в опасном сечении А
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[image: image614.wmf]'
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Откладываем угол 
[image: image615.wmf]j

 от оси 
[image: image616.wmf]X

 против хода часовой стрелки и проводим нулевую линию.

4. Определение наибольших растягивающих и сжимающих напряжений

Опасные напряжения возникают в точках, наиболее удаленных от нулевой линии 

В точке 2 возникают наибольшие сжимающие напряжения:
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В точке 4 возникают наибольшие растягивающие напряжения:
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Знаки слагаемых устанавливаются по физическому смыслу воздействия нагрузки на балку 

По полученным значениям строим эпюру нормальных напряжений 

5. Определение полного прогиба в середине длины консоли методом Мора

Строим единичные эпюры изгибающих моментов 
[image: image619.wmf]__
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 и 
[image: image620.wmf]__
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5.1. Определение перемещения по направлениям оси Y, согласно (3.5)
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5.2.  Определение перемещения по направлению оси X, согласно (3.6)
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Полный прогиб:
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Направление полного прогиба:
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Пример 2

Стальная балка на двух опорах нагружена силами 
[image: image628.wmf]1

F

 и 
[image: image629.wmf]2

F

, направленными по главным центральным осям поперечного сечения. Необходимо построить эпюры изгибающих моментов 
[image: image630.wmf]x

M

, 
[image: image631.wmf]y

M

 в главных плоскостях инерции. Для опасного сечения балки найти положение нулевой линии, вычислить наибольшие растягивающие и сжимающие нормальные напряжения и построить их эпюру. Найти значение полного прогиба с указанием его направления в середине пролета балки.

Решение

1. Построение эпюр изгибающих моментов 
[image: image632.wmf]x

M

 и 
[image: image633.wmf]y

M

.

1.1. Построение эпюры изгибающих моментов 
[image: image634.wmf]x

M

 (изгиб в вертикальной плоскости)

Находим опорные реакции:
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Проверка:
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Вычисляем моменты в характерных точках:
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По полученным значениям строим эпюру изгибающих моментов 
[image: image648.wmf]x
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1.2.  Построение эпюры изгибающих моментов 
[image: image649.wmf]y

M

 (изгиб в горизонтальной плоскости)

Опорные реакции ввиду симметрии:
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Вычисляем моменты в характерных точках:
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[image: image654.wmf]0
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По полученным значениям строим эпюру изгибающих моментов 
[image: image655.wmf]y
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2. Вычисление главных  моментов инерции
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3. Определение опасного сечения по длине балки: 
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[image: image660.wmf]МПа
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Очевидно, опасное сечение «D»

4. Определение положения нулевой линии в опасном сечении «D»
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откладываем угол 
[image: image663.wmf]j

 по ходу часовой стрелки от оси 
[image: image664.wmf]X

и проводим нулевую линию 

5. Определение наибольших растягивающих и сжимающих напряжений

Опасные напряжения возникают в точках, наиболее удаленных от нулевой линии (т.1 и 3)
В точке 1 возникают наибольшие растягивающие напряжения:
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В точке 3 возникают наибольшие сжимающие напряжения:
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Знаки слагаемых устанавливаются по физическому смыслу воздействия нагрузки на балку 

По полученным значениям строим эпюру 
[image: image667.wmf]max

s

 

6. Определение полного прогиба в середине пролета балки методом Мора

Строим единичные эпюры изгибающих моментов 
[image: image668.wmf]__

1

M

 и 
[image: image669.wmf]__

2

M

 

6.1. Определение перемещения по направлению оси 
[image: image670.wmf]Y

 (используя формулы 3.5 и 3.6)
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[image: image672.wmf]000738
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6.2. Определение перемещения по направлению оси X (используем формулу 3.5)
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Полный прогиб:
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Направление полного прогиба:
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Методические указания к контрольной работе № 4


В методические указания к выполнению контрольной работе № 4 включены примеры решения задач №№ 10, 11, 12, закрепляющие теоретические знания, полученные студентами при изучении тем курса Сопротивление материалов: «Расчет на прочность пространственного бруса», «Устойчивость сжатых стержней» и «Динамические действия нагрузок». 

1 РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРОСТРАНСТВЕННОГО БРУСА


В сечении участков ломаного бруса в общем случае могут возникать шесть внутренних силовых факторов: нормальная сила  N, изгибающие моменты Мх, Му  относительно главных центральных осей инерции поперечного сечения, крутящий момент Мz  и две поперечные силы Qх  и Qу. Первые три фактора связаны с нормальными напряжениями, а вторые три фактора – с касательными напряжениями. Наибольшие нормальные и касательные напряжения возникают в точках контура поперечного сечения.


Если в окрестности точки внутри стержня у контура поперечного сечения выделить бесконечно малый параллелепипед с двумя гранями, совпадающими с поперечными сечениями стержня, и четырьмя гранями параллельными оси стержня, то по двум граням, с нормалями параллельными нормалям к поверхности стержня напряжения будут равны нулю. По остальным граням будут действовать нормальные и касательные напряжения, стрелки которых лежат в одной плоскости. Такое напряженное состояние называют плоским напряженным состоянием (если 
[image: image678.wmf]0
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t

, то напряженное состояние называется линейным 

В случае плоского напряженного состояния,  когда одновременно действуют значительные по величине и нормальное 
[image: image679.wmf]s

 и касательное 
[image: image680.wmf]t

 напряжения,  проверка прочности требует объяснения механизма разрушения материала.

В настоящее время в технике приняты две теории прочности, объясняющие этот механизм. Хронологически они называются Ш и IY теории прочности.
Согласно Ш теории прочности разрушения  материала наступает в тот момент, когда величина максимального касательного напряжения в окрестности точки достигает опасного уровня для данного материала, определенного в опытах на растяжения/сжатие.

В случае плоского напряженного состояния согласно Ш теории прочности определяется расчетное напряжение по формуле  
[image: image681.wmf]2
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, которое должно быть не больше расчетного напряжения R, определяемого для каждого материала по СНиП
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Согласно IY теории прочности разрушение материала наступает в тот момент, когда величина удельной потенциальной энергии изменения  формы в окрестности точки достигает опасного уровня для данного материала, определенного в опытах на растяжение/сжатие.

В случае плоского напряженного состояния по IY-ой теории прочности, проверка прочности производится по формуле  
[image: image683.wmf]R
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Задача № 10


Эта задача относится к общему случаю расчета пространственных брусьев с ломаной осью, имеющих шесть опорных закреплений. 

Пример 

Для вертикальных и горизонтальных элементов в сечениях пространственного ломаного бруса от действия силы F  определить нормальные напряжения от совокупности внутренних усилий 
[image: image684.wmf]y
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x

M

M

N

,

,

и касательные напряжения от кручения 
[image: image685.wmf]z

M

, а также указать опасные точки сечения, показать напряженное состояние и найти в них расчетные напряжения, указав принятую теорию прочности. Напряжениями от 
[image: image686.wmf]x

Q

 и 
[image: image687.wmf]y

Q

 можно пренебречь.

Решение 


1. Определение опорных реакций


Выберем глобальную систему координат XYZ. Отбросим опорные стержни, и заменим их действие неизвестными опорными реакциями. Для определения шести опорных реакций составим шесть уравнений равновесия: три уравнения проекций и три уравнения моментов относительно произвольно выбранных осей. При этом оси желательно выбирать так, чтобы в каждое уравнение входило не более одной неизвестной из опорных реакций.


В нашем примере:

а) из уравнения проекций на ось y:
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б) из уравнения моментов относительно линии 
[image: image690.wmf]G
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- проекции участка стержня 
[image: image691.wmf]DG

на плоскость XY:
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в) на уравнения моментов относительно вертикальной оси 
[image: image694.wmf]z
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, проходящей через опору А:
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г) из уравнения моментов относительно вертикальной оси 
[image: image698.wmf]z

¢

¢

, проходящей через точку 
[image: image699.wmf]А

¢

:


[image: image700.wmf];

0

=

å

¢

¢

Z

m

   
[image: image701.wmf]5

,

2

2

;

0

2

4

=

=

=

×

-

×

F

A

F

A

x

x

 кН;

д) из уравнения моментов относительно оси СD:
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е) из уравнения проекций на ось 
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2. Построение эпюр
[image: image707.wmf]y
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[image: image708.wmf]z
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Покажем на каждом участке бруса местную систему правых осей координат. Ось z направлена вдоль стержня, а x и y – главные центральные оси поперечного сечения. Построение эпюр для пространственных брусьев производится также с помощью метода сечений и в том же порядке, что для плоского бруса

Составим  аналитические выражения внутренних силовых факторов для участка АВ 

На этом участке 
[image: image709.wmf]2
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Покажем последовательно неизвестные внутренние силовые факторы и определим каждый из них, составляя уравнения равновесия. Продольная сила  N – вдоль оси z направлена от сечения 
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Результат не зависит от координаты z. Ординаты образуют прямоугольную эпюру на участке АВ. Рисуем ее на специальной заготовке. Ординаты откладываются перпендикулярно оси, и плоскость выбирается произвольно.


Qх – поперечная сила. Направим ее вдоль положительного направления местной оси х
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Qу – поперечная сила. Направим ее вдоль положительного направления местной оси y


[image: image712.wmf]5

,

2

;

0

;

0

=

-

=

=

-

=

å

z

y

z

у

A

Q

A

Q

у

 кН.


Ординаты не зависят от координаты z и образуют прямоугольные эпюры. Рисуем их на специальных заготовках . Ординаты должны быть параллельны соответствующим поперечным силам.


Мz – крутящий момент. Положительное направление - виден вращающим по часовой стрелке при взгляде на сечение оставшейся части со стороны внешней нормали.
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Мх – изгибающий момент. Произвольно показываем его вызывающим растяжение нижних волокон. Половина дуги показывается со стороны внешней нормали.


[image: image714.wmf]z

z

A

M

z

A

M

m

z

x

z

x

x

5

,

2

;

0

;

0

-

=

=

=

×

-

=

å

.


Знак минус показывает, что момент на самом деле действует в противоположном направлении, т.е. растянуты верхние волокна. Поэтому ординаты эпюры  Мх откладываем вверх. Величины ординат зависят от z в первой степени – следовательно, эпюра очерчивается прямой наклонной линией, которую строим по двум точкам
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Эпюра имеет вид треугольника.

Му – изгибающий момент. Произвольно показываем его вызывающим растяжение правых волокон стержня. Половина дуги показывается со стороны внешней нормали.
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Знак плюс показывает, что момент на самом деле  растянуты правые волокна. Эпюра очерчивается прямой наклонной линией по двум точкам


[image: image717.wmf].

кНм

10

м;

2

;

0

;

0

=

=

=

=

x

у

M

z

M

z



Ординаты отложены вправо.


Составим аналитические выражения внутренних силовых факторов для участка ВК 

На этом участке  
[image: image718.wmf]2
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Эпюры всех трех факторов имеют прямоугольную форму.
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Мх – изгибающий момент. Из двух возможных направлений выбираем такое, что Мх вызывает растягивающие напряжения в ближней половине круглого сечения. Дуга момента показана, так, что выпуклость направлена в сторону внешней нормали.
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Величины ординат Мх зависят от z в первой степени, следовательно, эпюра Мх очерчивается прямой линией
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На всей длине участка ВК величина Мх положительная, т.е. вызывает растягивающие напряжения в ближней к наблюдателю половине сечения. Поэтому мы ординаты Мх откладываем в сторону растянутого волокна, т.е. к наблюдателю («на нас»).


Изгибающий момент Му показываем в виде дуги с выпуклостью направленной в сторону сечения внешней нормали и начинающегося в левой половине, т.е. предполагается, что момент Му вызывает растягивающие напряжения в левой половине сечения 
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Эпюра очерчивается прямой линией.


[image: image724.wmf].
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Отрицательные значения показывают, что действительное направление Му противоположно. Следовательно, растянуты правые волокна стержня на участке ВК, поэтому ординаты эпюры Му откладывает вправо.


Составим аналитические выражения внутренних силовых факторов для участка КС  


На этом участке 
[image: image725.wmf]м
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Выражения для 
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 останутся теми же, что и на участке ВК
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Знак минус указывает на то, что растянуты «дальние» волокна стержня, поэтому ординаты откладываются  «от нас» (от наблюдателя). Другими словами, прямая, начатая на участке ВК, продолжается  дальше на участок КС.
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  Ординаты не зависят от координаты z и направлены вправо
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На этом участке  
[image: image731.wmf]x
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 отсутствует, а  Му - постоянен. Такой случай называется чистым изгибом.


Составим аналитическое выражение внутренних силовых факторов для участка CD

При этом отбросим левую часть бруса, и оставим правую. На этом участке z меняется справа налево 
[image: image732.wmf]0
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Последовательно показываем внутренние силовые факторы в сечении и составляем уравнения равновесия оставшейся части
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Дугу Мх показываем выпуклостью в сторону внешней нормали и вызывающей растягивающие напряжения в нижней половине сечения.
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Растянуты нижние волокна.


Дугу  Му показываем выпуклостью в сторону внешней нормали и вызывающей растягивающие напряжения  ближней к наблюдателю половине сечения.
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Знак плюс указывает на то, что  Му  – ординаты откладываем «на нас».
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Составим аналитические выражения внутренних силовых факторов для участка DG.


При этом будем рассматривать равновесие части, примыкающей к точке G 
[image: image738.wmf]3
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Последовательно показываем внутренние силовые факторы в сечении и составляем уравнения равновесия оставшейся части.
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Растянуты нижние волокна стержня,  ординаты откладываем вниз
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[image: image742.wmf].
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Определив в характерных точках участка значения внутренних усилий, строим их эпюры для каждого участка пространственного бруса.


Построенные таким образом эпюры 
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. Из эпюр видно, что  по отдельным участкам возникают следующие виды сложного сопротивления:

АВ – два поперечных изгиба (
[image: image745.wmf]y

x

x

y

Q

Q

M

M

,

,

,

), с растяжением (
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ВК – два поперечных изгиба (
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), растяжение (
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) с кручением (
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КС – один чистый изгиб (
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) с кручением (
[image: image753.wmf]z
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СD – два поперечных изгиба (
[image: image754.wmf]y
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), с кручением (
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DG – поперечный изгиб (
[image: image756.wmf]y
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) с растяжением (
[image: image757.wmf]N

).


3. Определение опасных точек


Горизонтальный элемент АВ


В сечении В действуют наибольшие изгибающие моменты Му = 10 кНм,  Мх = 5 кНм и нормальная сила N = 2,5 кН. Мz =0 – кручение отсутствует. Рассечем в точке В стержень плоскостью ZY, часть АВ отбросим и посмотрим на поперечное сечение оставшейся части со стороны внешней нормали. Нормальная сила, судя по эпюре, положительная, т.е. растягивающая, поэтому показываем ее в виде стрелки, направленной от сечения по направлению местной оси z. Ординаты Му отложены вправо, поэтому Му показываем в виде дуги, выпуклость которой направлена в сторону внешней нормали и лежащей в плоскости местных осей xz.


Дуга, изображающая Му начинается в половине сечения, в которой возникают растягивающие напряжения, т.е. в данном случае – правой половине сечения. Изгибающий момент Мх показываем в виде дуги, начинающейся в верхней половине сечения. Дуга лежит в плоскости, параллельной плоскости  yz   в местных осях.


Все  три внутренние силовые факторы (N, Mx, My) связаны с нормальными напряжениями, возникающими в точках поперечного сечения. Применяя принцип независимости сил, получим формулу для нормального напряжения в произвольной точке с координатами (x,y), в первом квадрате поперечного сечения
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(1.1)

где
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 - растягивающая сила,



[image: image760.wmf]x

M

- вызывает растягивающие напряжения в первом квадрате от изгиба в плоскости yz местной системы координат,
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- вызывает растягивающие напряжения в первом квадрате от изгиба в плоскости хz местной системы координат.


В нашем случае имеем следующие геометрические характеристики поперечного сечения.

Площадь  сечения
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Момент инерции поперечного сечения относительно главной центральной оси х
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Внутренние силовые факторы в нашем случае:

N = 2,5 кН – растягивающая нормальная сила,

Mx = 5 кНм – положительный изгибающий момент (вызывает растягивающие нормальные напряжения  σ  в первом квадрате поперечного сечения),

My = -10 кНм – отрицательный изгибающий момент (вызывает сжимающие нормальные напряжения  σ  в первом квадрате поперечного сечения)
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В мегапаскалях
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(1.2)


Подставляя значения координат точек поперечного сечения (x,y) в формулу (1.2), получим величины нормальных напряжений. Вершины стрелок этих напряжений лежат на плоскости (плоскость напряжений),  наклонной к плоскости поперечного сечения. Обе плоскости пересекаются по прямой линии (нулевая линия), уравнение которой имеет вид
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(1.3)


Нулевая линия  n-n  отсекает на главных центральных осях xy поперечного сечения отрезки 
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Наибольшие напряжения   σ  возникают в точках, наиболее удаленных от нулевой линии. В случае прямоугольного сечения это будут угловые точки.


В нашем случае это точки 2 и 4.


Определим напряжения во всех угловых точках и построим плоскость напряжений .

Точка 1 
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Точка 2
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Точка 3
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Точка 4
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Наиболее напряженную угловую точку можно сразу определить следующим способом. Покажем знаки нормальных напряжений в углах сечения, возникающих от каждого внутреннего силового фактора (N, Mx, My). Угол, в котором знаки совпадают, и будет наиболее напряженным. 

В нашем случае это угол №2. покажем напряженное состояние в этой точке. Для этого в окрестности точки 2 вырежем бесконечно малый параллелепипед и покажем действующие по его граням напряжения. В нашем случае действуют только нормальные напряжения по линии параллельной оси z. Такой случай называется линейным напряженным состоянием. 

По Ш теории прочности расчетное напряжение определяется по формуле
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(1.4)


В нашем случае 
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Поэтому 
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Вертикальный элемент ВК и КС


Наиболее опасным будет сечения у узла С, т.к. там действуют все четыре внутренние силовые факторы  N = 2,5 кН, 
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Рассечем стержень в точке С горизонтальной плоскостью, параллельной глобальным осям хy, отбросим часть CDG и на АВКС посмотрим сверху (против оси z) .


Для круглого сечения все центральные оси главные, поэтому можно найти из них ось, относительно которой действует суммарный изгибающий момент Ми. Для этого, покажем каждый момент Мх и Му в виде вектора такого, что при взгляде на него «навстречу», дуга будет видна вращающей против часовой стрелки. Сложим геометрически два вектора 
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Величина модуля 
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Тангенс угла наклона этого вектора с осью х
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Линия, совпадающая с 
[image: image792.wmf]и
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 будет нейтральной линией для изгибающего момента Ми., вызывающего растягивающие напряжения в заштрихованной половине сечения.


В точке Т, лежащей на перпендикуляре к нейтральной оси и наиболее удаленной от нее, возникают наибольшее нормальное напряжение от изгибающего момента Ми и от растягивающей силы N
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(1.5)

где 
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 - площадь поперечного сечения
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- момент сопротивления круглого сечения при изгибе
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Крутящий момент Мz  связан с касательными напряжениями, распределенными по радиусу ОТ по треугольному закону . Максимальное касательное напряжение возникает в точке Т и направлено по касательной к контуру окружности
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 - полярный момент сопротивления при кручении стержня круглого сечения.


[image: image801.wmf]4

3

10

392

,

3

2

16

-

×

=

=

=

и

W

d

W

p

r

м3.


[image: image802.wmf]48

,

29

10

392

,

3

10

10

4

3

=

×

×

=

-

-

Т

t

 МПа.

Покажем напряженное состояние в точке Т . Для этого вырежем в окрестности точки Т бесконечно малый параллелепипед, покажем его крупнее с действующими по его граням напряжениями.

Все стрелки напряжений лежат в одной плоскости. Такое напряженное состояние называется  плоским напряженным состоянием в точке Т. 

По третьей теории прочности вычисляем расчетное напряжение: 
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Следует заметить, что хотя величина 
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 почти вдвое меньше 
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, но доля касательного напряжения в величине 
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Горизонтальный элемент СD


Наиболее опасным является сечение С, где действуют изгибающие моменты 
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Рассечем стержень плоскостью XZ, оставим левую часть АВКС и посмотрим на сечение С справа .


Дуги Мх и Му показаны в соответствии с тем в какую сторону отложены ординаты соответствующих эпюр, т.е. где находятся растянутые волокна.


Максимальное нормальное напряжение от изгибающего момента Мх 
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 - момент сопротивления прямоугольного сечения прямоугольного сечения относительно оси х.

Максимальное нормальное напряжение от изгибающего момента Му
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 - момент сопротивления прямоугольного сечения относительно оси y.


Крутящий момент Мz связан с возникновением касательных напряжений,  наибольшие величины которых возникают в серединах сторон. В середине длиной сторон возникает максимальное касательное напряжение
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 - геометрический параметр для прямоугольного сечения, играющий роль момента сопротивления при кручении сечения круглой или трубчатой формы
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 - коэффициент, определяемый по таблице [1]  в зависимости от отношения  
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В середине короткой стороны действует значительное по величине касательное напряжение, которое вычисляется как доля от  максимального 
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где 
 К2 – коэффициент, определяется по той же таблице, что и К1 в зависимости от отношения 
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В прямоугольном сечении опасное напряжение состояние может возникнуть в трех точках:

1. Угловая точка, в которой возникает максимальное нормальное напряжение от совместного действия двух изгибающих моментов. В нашем случае это будут две точки: 
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 возникает максимальное растягивающее напряжение, а в точке 
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 - такое же по величине  максимальное сжимающее напряжение
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Касательные напряжения в этих точках равны 0.


[image: image831.wmf]0

=

t

.

Покажем линейные напряженные состояния

В точке 
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По третьей теории прочности
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В точке 
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По третьей теории прочности
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2. Две точки 
[image: image836.wmf]В
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, лежащие на серединах удлиненных сторон, где действуют нормальные напряжения от 
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 и максимальное касательное напряжение  
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По третьей теории прочности
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3. Две точки 
[image: image841.wmf]С
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, лежащие на серединах коротких сторон,  где действуют нормальное напряжение от 
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 и касательное напряжение 
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. Покажем плоское напряженное состояние в точке 
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По третьей теории прочности



[image: image845.wmf]4

,

57

9

,

3297

6

,

585

3

,

2712

1

,

12

4

08

,

52

4

2

2

2

2

=

=

+

=

×

+

=

+

=

t

s

s

расч

 МПа.


Таким образом, наиболее опасной является точка 
[image: image846.wmf]А
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Горизонтальный элемент  DG


Наиболее опасным будет сечение у узла D, так как там действуют два внутренних силовых фактора 
[image: image848.wmf]5
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[image: image849.wmf]5
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Рассечем стержень DG в точке D вертикальной плоскостью, параллельной глобальным осям ZY, отбросим часть DCBA и на часть DG посмотрим со стороны внешней нормали (вдоль оси z) (рис1.20).


Наиболее опасной будет точка А, где возникает суммарное нормальное напряжение
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- момент сопротивления сечения изгибу.


По Ш теории прочности расчетное напряжение будет 
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2 ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ


Рассмотрим стержень длиной l , сжимаемый силой F. Заданы размеры поперечного сечения, известен материал, из которого изготовлен стержень.
Теоретически, при центральном сжатии в сечении стержня должны появиться нормальные сжимающие напряжения, равномерно распределенные по площади сечения. Это будет иметь место в идеальном случае: ось стержня идеально прямая, сила приложена точно в центре тяжести сечения и направлена по оси, отсутствуют воздействия, направленные поперек оси стержня. 

На практике идеального нагружения достичь невозможно – всегда будут иметь место малые возмущения, изгибающие стержень с самого начала. Это могут быть малые отклонения оси от идеальной прямой, воздействие температуры, поперечное воздействие ветра или их сочетания, предусмотреть которые заранее невозможно.

Проектировщик должен быть убежден, что состояние сжатия от малых возмущений резко не изменится – оно будет устойчиво к этим возмущениям.

Оказывается, что если сжимающая сила меньше определенного значения, называемого критическим, то малые возмущения приводят к малым отклонениям стержня от прямой, и, если возмущения исчезают, то стержень возвращается в исходное сжатое состояние, если же возмущения не исчезают, то вызванные ими отклонения несущественны. В этом случае обеспечена устойчивость центрального сжатия. Но, если сжимающая сила достигнет критического значения, то действие малых возмущений становится существенно заметным – стержень получает большие отклонения оси от проектной прямой, т. е. становится сжато-изогнутым и не возвращается в исходное состояние после исчезновения возмущения. Это явление называют потерей устойчивости центрального сжатия или продольным изгибом. 
Для длинных стержней такое состояние наступает при сжимающих напряжениях меньших предела пропорциональности – в упругой стадии. Оно опасно для самого стержня, так как он не был рассчитан на действие дополнительного изгибающего момента, но более всего для конструкции, в состав которой он входит – потеря устойчивости одного стержня может быть причиной разрушения всей конструкции, так как в этот момент стержень внезапно выключается из состава конструкции – исчезает необходимая связь. 

Сказанное выше определяет важность знания величины критической силы 
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Рассмотрим стержень, шарнирно опертый по концам под действием сжимающей силы  в момент потери устойчивости. Ось стержня искривляется – все точки перемещаются на величину 
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Используем дифференциальное уравнение изгиба балки.
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Учтем, что в осях  
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 - отрицательные значения, поэтому в (2.1) подставим 
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Перенесем все члены влево и обозначим
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Тогда получим дифференциальное уравнение потери устойчивости центрально сжатого шарнирно опертого стержня







[image: image861.wmf].

0

2

=

+

¢

¢

v

K

v






(2.3)

Решение уравнения (2.3) имеет вид
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где А и В – постоянные интегрирования, которые находятся из граничных условий:
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(2.5)
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(2.6)

Так как  В ( 0 (не будет изгиба), то
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Уравнение (9) является трансцендентным уравнением (неизвестное входит в аргумент тригонометрической функции). Это уравнение имеет множество корней 
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Рассмотрим первое нетривиальное решение с минимальным 
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(2.8)


Можно сказать, что рассматриваемый стержень теряет устойчивость по одной полуволне синусоиды, а В – амплитуда этого отклонения. Величина В зависит от конкретной причины (возмущения), вызывающей отклонения сжатого стержня от первоначально прямого положения, а так как возмущения неопределенные, то и В остается неопределенной.


Для вычисления критических сил для стержней с другими закреплениями нужно рассматривать дифференциальное уравнение четвертого порядка. Но, в курсе Сопротивления материалов, поступают следующим образом: для каждого вида закреплений сравнивают длину между точками перегиба (с М = 0) упругой линии при потере устойчивости (свободную длину 
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) с полуволной синусоиды l для шарнирно опертого стержня  и вводят в (2.8)  соответствующую свободную длину 
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Тогда, 
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Формула Эйлера была выведена в предположении упругих деформаций, когда
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Для одинаковых закреплений в двух главных плоскостях нужно брать минимальный момент инерции Imin.
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Здесь введено обозначение минимального радиуса инерции
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Обычно вводится понятие максимальной гибкости стержня
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Гибкость величины геометрическая. Теперь можно записать
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Таким образом, формулу Эйлера для величины критической силы можно применить, если
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Отсюда можно найти условия для 
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Введем обозначение для предельной гибкости
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Эта величина зависит от физических свойств материала стержня. Условие (2.14) перепишем в виде
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Окончательно, если наибольшая гибкость больше предельной для данного материала, то стержень будет терять устойчивость при напряжениях меньше предела пропорциональности 
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, а если условие (2.14) не удовлетворяется и 
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, то стержень будет терять устойчивость при упруго-пластических деформациях, для которых дифференциальное уравнение (2.1) будет несправедливо.


В этом случае для критической силы применяется эмпирическая формула Ясинского-Тетмайера
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где а и в – коэффициенты, зависящие от материала и приводимые в справочниках.


При этом 
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Таким образом, критические напряжения в любой стадии деформации зависят от гибкости
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в упругой – по формуле (2.13) - гипербола Эйлера, в упруго-пластической – по формуле (2.18) – прямая Ясинского.

При некотором значении гибкости, которое можно обозначить через λ0 ,  величина критических напряжений становится равной предельному напряжению сжатия (либо пределу текучести, либо пределу прочности). Это значение гибкости будет границей применимости формулы Ясинского. Таким образом, критические напряжения вычисляют по формуле Ясинского тогда, когда гибкость стержня меньше λпред,  но не ниже λ0.

Если рассчитываемый стержень оказался малой гибкости λ < λ0 ,  то опасность потери устойчивости меньше опасности разрушения, и такой стержень надо рассчитывать на прочность, а не на устойчивость. 

Для стержней большой гибкости  λ ≥λпред   расчет ведется по формуле Эйлера, поэтому зависимость σкр   от λ - гиперболическая (2.13). На графике это участок I , называемый гиперболой Эйлера. 

Стержни средней гибкости    λ0 ≥ λ> λпред  рассчитываются по формуле Ясинского. Для них  зависимость σкр   от λ  - линейная  (2.18). Соответствующий участок II называется  прямой Ясинского.

Для стержней малой гибкости нет надобности в расчете на устойчивость. Для них критическое напряжение считается постоянным и равным для пластичных материалов пределу текучести при сжатии, а для хрупких – пределу прочности при сжатии. На графике таким стержням соответствует участок III.

Вычислив гибкость стержня, и отложив ее на диаграмме, построенной для данного материала, определим, на какой участок диаграммы приходится λ,  и в зависимости от этого  производим расчет по нужной формуле. 

В ряде случаев для  подбора расчетных формул и самого расчета на устойчивость бывает весьма эффективным использовать справочные таблицы. Одна из таких таблиц приведена ниже.

Таблица 2.1

	Материал
	a, МПа
	b, МПа
	λ0
	λпред

	Сталь Ст.2, 15

Сталь Ст.3

Сталь Ст.5

Сталь 45

Дерево

Д 16 Т
	259

304

343

589

28,8

400
	0,685

1,12

1,13

3,82

0,19

3,33
	62

61

57

60

–

30
	105

100

92

85

75

60


Вычислив значение  σкр и умножив его на рассчитанную нами ранее площадь поперечного сечения стойки, получим величину критической силы Fкр:

F кр  =  σкр  А

После этого можно, наконец, определить коэффициент запаса устойчивости

[ny] =  Fкр / F.

Инженерный расчет сжатых стержней на устойчивость формально можно поставить в соответствие  расчету на простое сжатие, принимая в качестве расчетного сопротивления некоторую часть от критического напряжения:

σ = F / А≤  [Ry],
где [Ry] = σкр / [ny]  -  расчетное сопротивление на сжатие с учетом опасности продольного изгиба, или, иначе,  расчетное сопротивление  на сжатие при расчете на  устойчивость. 

Обычно [Ry]  выражают через основное расчетное сопротивление на сжатие для данного материала:

[Ry] = φ [R].

Здесь φ ≤ 1,0  -  коэффициент понижения основного расчетного сопротивления на сжатие или коэффициент продольного изгиба;  [R]  -  основное расчетное сопротивление на сжатие, то есть установленное без учета продольного изгиба. Оно указывается в СНиП. Условно его можно представить:

[R]  =  σпред / [n].

Обычно под σпред  для пластических материалов понимают σТ (предел текучести материала), а для хрупких – временное сопротивление σвр..

Связь между коэффициентом φ, критическим напряжением σкр,  предельным напряжением σпред и коэффициентами запаса прочности [n]  и устойчивости  [ny]  можно установить следующим образом:

[Ry] = φ[R] = φ σпред / [n] = σкр/[ny]  ,

откуда, учитывая (2.19) 
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(2.20)

Величина коэффициента φ  зависит от материала стержня и его гибкости. Некоторые значения φ  по СНиП приведены в табл.2.2  

Таблица 2.2                                                                                                

	Сталь Ст 3
	Сталь Ст 5

	λ
	φ
	λ
	φ

	0

20

40

60

70

80

90

100

110

120

140

160

180

200

220
	1,00

0,97

0,92

0,86

0,81

0,75

0,69

0,60

0,52

0,45

0,36

0,29

0,23

0,19

0,16
	0

20

40

60

70

80

90

100

110

120

140

160

180

200

220
	1,00

0,96

0,90

0,80

0,74

0,67

0,59

0,50

0,43

0,37

0,28

0,23

0,19

0,15

0,13


При выполнении расчетов на устойчивость по коэффициентам φ  исходная зависимость имеет следующий вид:
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Из этого условия можно сформулировать три рода задач на устойчивость центрального сжатия (продольный изгиб).


Задача 1 рода. Проверка устойчивости

Дан стержень, известны условия закрепления, величина сжимающей нагрузки.


Алгоритм решения:

1. Определяется минимальный момент инерции относительно главных осей 
[image: image889.wmf]min

I

.

2. Вычисляется минимальный радиус инерции  
[image: image890.wmf]A

I

i

min

min

=

.

3. Вычисляется максимальная гибкость  
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4. По таблице определяем 
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5. Проверяем условие (2.21), если оно удовлетворяется, то устойчивость обеспечена, если нет – не обеспечена с коэффициентом запаса, заложенным в табличном значении 
[image: image893.wmf]j

 (см. (2.20).

Задача 2 рода. Определение максимальной сжимающей нагрузки
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(2.22)


Алгоритм тот же, но в п.5 используется формула (2.22).


Задача 3 рода. Конструирование стержня – подбор размеров поперечного сечения. В этом случае заранее неизвестны величины площади, моментов инерции и, следовательно, коэффициента 
[image: image895.wmf]j

.


Задача нелинейная. Ее решают методом последовательных приближений.


Алгоритм решения:

1. Задаются размерами поперечного сечения.

2.  Выполняются действия с п.1 по п.5 алгоритма задачи первого рода.

Необходимо отметить, что наиболее рациональным с инженерно-экономической точки зрения будет такое сечение, для которого величина недогруза

               
[image: image896.wmf](

)

R

R

расч

/

s

d

-

=

                               (2.23)

не будет превышать 0,05 (или, что то же самое, 5 %). Таким образом, в случае, если в n-ом приближении неравенство (2.22) не выполняется, следует увеличить размеры поперечного сечения, в случае же, если δ >0,05, их следует уменьшить. В обоих случаях необходимо снова вернуться к определению  λmax  и  новому φ, для которого в очередной раз проверить справедливость условия устойчивости стойки (2.21). Заметим, что в случае применения прокатных профилей недогруз может достигать 10% из-за слишком большого шага сортамента.

Задача № 11

Пример 

Для стальной одинаково закрепленной в обеих плоскостях потери устойчивости стойки из одного швеллера № 40 (ГОСТ 8240-72), центрально сжатой силой F, определить грузоподъемность F и указать положительные и отрицательные стороны этой конструкции. Для найденной грузоподъемности F, в целях лучшего использования материала, заменить швеллер более рациональным сечением из четырех равнобоких уголков или из двух швеллеров, соединенных планками на сварке, подобрать для новых вариантов сечения и сравнить их по площади с первоначальным. Расчетное сопротивление при растяжении для стали R=205 МПа=2,05·105 кПа.

Решение 


1. Определение грузоподъемности стойки из швеллера


Известно, что проверка устойчивости сжатых стержней производится по формуле
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где      
[image: image898.wmf]j

- коэффициент уменьшения основного расчетного сопротивления при продольном изгибе.


Определив из (2.24) F, получим выражение для нахождения грузоподъемности сжатого стержня
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В нашем примере 
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см (ГОСТ 8240-72). В современных расчетах для обозначения радиусов инерции можно применять обозначения 
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Для вычисления величины φ определим вначале максимальную гибкость стойки по формуле
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 - приведенная (свободная) длина стойки, 
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[image: image908.wmf]m

 - коэффициент приведенной длины, зависящей от закрепления концов стойки в нашем случае равен 0,7;
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 - длина стойки;
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 - минимальный радиус инерции сечения стойки.


В данном примере минимальным радиусом инерции является радиус инерции относительно оси y: 
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Таким образом,
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По таблице 2.2 находим величину 
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 при 
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Подставляя значения 
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 и R в формулу (2.25), вычисляем значение грузоподъемности стойки из швеллера
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Преимуществом стойки из швеллера является простота конструкции и малая трудоемкость изготовления и монтажа. Недостатком – неравная устойчивость в разных плоскостях.


2. Подбор сечения стоки из четырех равнобоких уголков или из двух швеллеров

При решении данного вопроса составные сечения стоек следует рассматривать как сплошные (цельные), и поэтому вычисление приведенной гибкости можно не делать. При этом расстояние между собственными осями уголков «а» определяется из условия 
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 был минимальным.

где 
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- момент инерции составного сечения относительно оси х;



[image: image925.wmf]y

I

- момент инерции составного сечения относительно оси у (рис2.6,б,в).


Подбор составных сечений производим методом последовательных приближений. Для этого вначале задаемся произвольным значением  φ, а затем подбираем сечение стойки и сравниваем возникающие в нем напряжения  σ с расчетным сопротивлением R. Эта операция производится до тех пор, пока напряжение, возникающее в сечении стойки не будет достаточно близким к расчетному сопротивлению (отклонение должно быть не более ± 5%, согласно требованиям норм и правил проектирования и расчета конструкций). 

Для подбора сечения стойки из 4 равнобоких уголков вначале задаем сечение из четырех уголков φ=0,95 и определяем требуемую площадь сечения 
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 из формулы (2.24)
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По ГОСТ 8509-72 принимаем уголок, имеющий размеры 75х75х9 (
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Теперь проверяем сечение  стойки из 4 угольников 75х75х9 на продольный изгиб. Однако чтобы это сделать, надо знать размер сечения стойки 
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. Этот размер в действительности может быть задан по условиям строительства

Мы же определение размера с сделаем из формулы для выражения момента инерции составного сечения 
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, а другой, если принять величину радиусов инерции составного сечения 
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         Приравняв полученные выражения, получим уравнение, из которого и определим величину с
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Произведя алгебраические преобразования, получим
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или 0,065
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. Решив полученное квадратное уравнение, найдем величину размера 
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После нахождения с проверяем устойчивость подобранного сечения по формуле
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Недонапряжение 
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Теперь произведем проверку устойчивости сечения, определив радиус инерции сечения точно по формуле 
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Полученное точное значение 
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 практически равно приближенному.


В этом случае 
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Окончательно принимаем стойку из 4 уголков 75х75х9 с размером с =28,1 см. При этом размер a будет равен 
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Подбирая сечения из двух швеллеров, вначале также задаем сечение из двух швеллеров 
[image: image956.wmf]7

,

0

=

j

, а затем определяем требуемую площадь сечения стойки из двух швеллеров
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По ГОСТ 8240-72 принимаем швеллер №33 (
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[image: image962.wmf]73

2

=

=

шв

бр

A

A

см2 = 73·10-4 м2;


[image: image963.wmf]7

4

10

97

,

13

10

73

974

,

0

47

,

993

×

=

×

×

=

-

s

кПа<20,5·104 кПа.


Недонапряжение 
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, что не допускается. Необходимо уменьшить сечение стойки. Принимаем стойку из швеллеров №20а (
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Устойчивость обеспечивается. Окончательно принимаем сечение стойки из двух швеллеров №20а. расстояние между собственными осями у швеллеров а находим из условия 1,2 
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Тогда расстояние между швеллерами
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Принимаем с = 11,6 см.


Сравнивая подобранные сечения стойки с заданными, видим, что площадь поперечного сечения из 4 уголков составляет 51,2 см2, из двух швеллеров – 50,4 см2, а заданного – 61,5 см2.

 
Таким образом, расход металла на стойки из четырех уголков и из двух швеллеров без учета расхода металла на соединительные планки будет меньше соответственно в 1,2 и 1,22 раза, чем на стойку из одного швеллера. Однако конструкция стоек из четырех уголков и двух швеллеров сложнее в изготовлении по сравнению со стойкой из одного швеллера.


Экономическое преимущество подобранных сечений стоек по расходу металла объясняется более рациональным распределением материала по контуру сечений.

3  КОЛЕБАНИЯ БАЛКИ С УСТАНОВЛЕННЫМ НА НЕЙ 

МАССИВНЫМ ЭЛЕКТРОМОТОРОМ


Рассмотрим шарнирно опертую балку с пролетом l с постоянным поперечным сечением с установленной на ней электромотором весом Q с неуравновешенной массой me и эксцентриситетом e. Число оборотов электромотора n об/мин. Будем исследовать напряженно-деформированное состояние в двух случаях: 1) правая опора абсолютно жесткая; 2) правая опора упругая.


Сначала рассмотрим первый случай.


Считаем, что масса электромотора значительно больше всей массы балки. Это позволяет упростить задачу, и пренебречь массой балки по сравнению с массой M электромотора, которую условно считаем приложенной в точке оси балки на расстоянии  а от левой опоры. Для выяснения характера воздействия на балку вращающихся неуравновешенных частей. На балку со стороны вращающейся массы me действует центробежная сила
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(3.1)

где V – линейная скорость массы по окружности радиуса е. Вычисляем угловую скорость вращения ротора по формуле
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(3.2)

и линейную скорость по окружности 
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(3.3)

вместо (3.1), получим
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(3.4)


Выразив массу me через вес Fe, вместо (3.4) получим
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(3.5)


Разложим эту силу на составляющие по осям Y и Z.
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(3.6)
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Сила 
[image: image987.wmf](
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 вызывает изгиб балки, а продольная сила 
[image: image988.wmf](
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 вызывает деформации растяжения-сжатия, которые в дальнейшем учитывать не будем.


Положение массы на плоскости 
[image: image989.wmf]YOZ

 будет определяться одним параметром – прогибом 
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Динамическая система, деформация которой во времени описывается одним параметром, называется  системой с одной степенью свободы.


Запишем, используя принцип Даламбера, динамическое равновесие массы m, на которую в произвольный момент времени действует сила инерции, сумма сил  
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 и упругая сила отпора балки при перемещении 
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 – коэффициент жесткости балки в точке прикрепления мотора. Величина К численно равна силе, приложенной к балке в этой точке и невызывающей прогиб равный единице. Можно приложить силу 
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Итак
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Продифференцировав (3.8) дважды по времени, и учтя, что 
[image: image1002.wmf]Q
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 - прогиб не зависит от времени, получим
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Теперь вместо (3.10), получим
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Далее учтем, что по закону Гука
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Поэтому вместо (3.12) будем рассматривать дифференциальное уравнение для динамической части прогиба 
[image: image1006.wmf]v
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или
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Обозначим   
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тогда получим дифференциальное уравнение динамического прогиба балки как системы с одной степенью свободы без учета сил сопротивления
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Это  линейное  дифференциальное уравнение второго порядка с известной правой частью.


В математике доказывается, что решение такого уравнения ищется в виде суммы общего решения однородного дифференциального уравнения
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и частного решения уравнения (3.17).


Однородное дифференциальное уравнение (3.18) описывает так называемые свободные или собственные колебания упругой системы с одной степенью свободы.


Свободными колебаниями называются колебания, совершаемые под действием сил инерции и сил упругого отпора – без влияния внешних сил. Свободные колебания вызываются начальными воздействиями. Например, можно медленно отодвинуть массу от положения равновесия и затем отпустить. При этом начальные условия будут иметь вид
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Можно поступить иначе – толкнуть массу. При этом массе сообщается начальная скорость V0 и начальные условия будут иметь вид
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Известно, что решение уравнения (3.18) можно рассматривать в двух формах
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или
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В той и другой форме участвуют две постоянные интегрирования (А и В) или 
[image: image1016.wmf](
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, которые можно определить из начальных условий (3.19) или (3.20) или их комбинаций.


Таким образом, собственные колебания (3.22) совершаются по закону синусоиды с амплитудой А1 и круговой частотой 
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Известно, что функции в выражении (3.21) имеют общий период 
[image: image1018.wmf]p
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. Периодом Т колебаний называется отрезок времени (цикл) через который система приходит в то же состояние, что и в начале отрезка 
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Отсюда,
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Таким образом, круговая частота собственных колебаний есть число циклов колебаний за 
[image: image1022.wmf]p

2

секунд.


Коэффициент А1 характеризует размер колебаний и носит название амплитуды колебания, 
[image: image1023.wmf]n

- начальная  фаза колебаний.


Найдем частное решение (3.17), учтя, что функция 
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 имеет вид (3.6). 

Обозначим амплитуду возмущающей силы
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Ищем частные решения уравнения








[image: image1026.wmf]t

m

F

v

v

q

w

sin

0

2

=

+

&

&





(3.27)

в виде
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Найдем производные по времени
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и подставим (3.28), (3.29), (3.30) в (3.27)
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Преобразуем 
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Учитывая (3.16), получим
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где 
[image: image1034.wmf](
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 - величина прогиба балки от силы 
[image: image1035.wmf],
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 приложенной статическим образом.


Итак, частное решение (3.27) имеет вид
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Таким образом, выражение динамического прогиба баки как системы с одной степенью свободы без учета сил сопротивления будет
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В предыдущих рассуждениях мы не учли силы сопротивления, которые всегда возникают при колебаниях механических систем. Экспериментально доказано, что они вызывают затухание во времени собственных колебаний. Если все время действует вынуждающая сила, то изменение динамического прогиба при большом t описывается вторым слагаемым в (3.34), которое назовем вынужденным колебанием
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Максимальный динамический прогиб будет при
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Обозначив
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как коэффициент нарастания колебаний, получим






    
[image: image1041.wmf](

)

.

0

max

b

×

=

F

v

v

ст

в





(3.38)


Полный максимальный прогиб (3.8) (с учетом постоянно действующего веса электромотора) будет
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где 
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коэффициент динамичности. Он показывает во сколько раз полный максимальный прогиб больше прогиба балки от неработающего мотора.


В случае приближения частоты изменения вынуждающей силы к частоте собственных колебаний коэффициент нарастания колебаний стремится к бесконечности (если учесть силы сопротивления колебаниям, то он стремится к большой, но конечной величине). Такое явление называется резонансом. Нужно подбирать 
[image: image1044.wmf]w
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 так, чтобы не допустить резонанса в проектируемой системе.


Итак, полный прогиб во времени (3.8) будет иметь вид
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Определим максимальные напряжения при изгибе балки в точках наиболее удаленных от нейтральной оси в процессе колебаний
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где 
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 -максимальное  напряжение от неработающего мотора, (3.43)
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По (3.30) и (3.31)
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Подставив (3.45) и (3.6) в (3.44), будем иметь
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где 

[image: image1052.wmf](
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- максимальное нормальное напряжение в наиболее удаленной точке сечения от амплитудного значения силы 
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, приложенной статическим образом.


Итак (3.42) примет вид
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Максимальная величина достигается в момент соблюдения (3.36)
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где  
[image: image1056.wmf]b

q

b

e

Qg

F

Q

F

K

e

g

2

0

1

1

+

=

+

=

 - такой же коэффициент динамичности, который учитывается для прогиба (3.40).


Таким образом, для того чтобы определить максимальные по величине факторы, возникающие при колебаниях, нужно статические факторы умножить на коэффициент динамичности (см. формулы (3.39) и (3.49).


Теперь рассмотрим второй случай опирания правого конца балки – упругое опирание, показанное в задаче №9 – балка подвешена к растянутому стержню.


При этом изменится коэффициент жесткости K в месте прикрепления мотора. Теперь величина 
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Таким образом,
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Введение упругой связи приводит к изменению собственной частоты системы с одной степенью свободы, изменению коэффициента нарастания колебаний 
[image: image1060.wmf]b

 и коэффициента динамичности. При сравнении двух случаев опирания все будет зависеть от того, в каком случае ближе будут частоты 
[image: image1061.wmf]q

 и 
[image: image1062.wmf]w

, то есть ближе резонанс. Подрессоривание в случае колебаний не обязательно улучшает напряженно-деформированное состояние балки.

Задача № 12


Пример

Определить динамический прогиб и напряжения в опасных сечениях балок, возникающие под действием работающего электромотора, весом G = 10 кН. Вес неуравновешенных частей ротора Fе = 1 кН. Число   оборотов   ротора    n = 600 об/мин. Эксцентриситет   вращающихся    масс е = 0,2 см. Массой балки, ввиду малости ее собственного веса, в расчетах можно пренебречь.

Решение 

1. Определение статического прогиба в сечении С балки DK и 

статического напряжения в сечении С у заделки А


Из уравнений равновесия 
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 найдем опорные реакции в балке DK 
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На балку АВ в точке опирания на консоль передается нагрузка 
[image: image1066.wmf]5
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кН, равная по величине опорной реакции 
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, но обратная по направлению.


Из уравнений 
[image: image1068.wmf]å
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 и 
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 определяем реактивные усилия в заделке А балки АВ. 
[image: image1070.wmf]4
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кН = 5·103 Н. Определив опорные реакции в балках, строим эпюры поперечных сил Q и изгибающий моментов М для балок ДК и АВ .


Зная, величины изгибающих моментов, возникающих в сечениях балок, определяем статические напряжения в сечениях С и А
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Для определения статического прогиба сечения С балки ЛД вначале предполагаем, что балка КД опирается на абсолютно жесткое основание. Затем, используя метод начальных параметров, составляем уравнения прогибов, приняв начало координат в сечении D
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Здесь 
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Для нахождения 
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составим уравнение прогиба для сечения К, где прогиб 
[image: image1083.wmf]К
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, из условия закрепления, также равен нулю. Сделав это, получим:
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Так как в начале координат 
[image: image1085.wmf]0
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, то, решая это уравнение, имеем:
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Подставив найденное значение 
[image: image1087.wmf]0
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 в уравнение прогиба для сечения С, получим формулу для определения 
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[image: image1090.wmf]=
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 2·1011 Па = 2·105 МПа.


Для вычисления полного перемещения сечения С с учетом опирания балки KD на консольную  балку  необходимо  найти  прогиб  консольной  балки  АВ  от  действия на нее силы FК = 5кН. Для этого, приняв начало координат в сечении В балки АВ, составим уравнение для прогиба с помощью универсального уравнения упругой линии. Считаем, что  z  направлено вправо. Опорные реакции в заделке можно не определять, так как они не войдут в уравнения прогибов и углов поворота. При начале координат в точке В консоли известными параметрами будут 
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Неизвестные начальные параметры 
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определим из уравнений при 
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Составим  уравнение метода для углов поворота и прогибов
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Приравняв нулю уравнение (а) при 
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, определяем начальный параметр φ0
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Подставив найденное значение φ0 в уравнение (б) и приравняв его нулю, при 
[image: image1102.wmf]l
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 получим значение второго неизвестного начального параметра у0, определяющий прогиб сечения В консольной балки АВ.
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или 
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 = 18,1·10-4м, знак «минус» показывает, что конец консольной балки опустится).


Определив прогиб 
[image: image1106.wmf]ст
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 и изобразив эпюру перемещений системы, вычисляем величину полного перемещения сечения С по формуле
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2. Определение динамического коэффициента


Динамический коэффициент в данном примере определяем по формуле
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 - коэффициент нарастания вынужденных колебаний вследствие приближения к резонансу;
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 - частота собственных колебаний;
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В рассматриваемом примере
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3. Определение динамических прогиба и напряжения


Динамические напряжения и прогиб определяем по формулам
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При динамическом коэффициенте 
[image: image1121.wmf]D
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=1,148 найдем также динамическое напряжение в сечении А балки АВ
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т.е. полученное значение напряжения больше, чем в сечении С, где установлен электромотор. Итак, сечение в заделке в данном примере является наиболее опасным, т.к. 
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 и, следовательно, это обстоятельство необходимо всегда учитывать при проверке прочности сечений составных конструкций.


С увеличением числа оборотов двигателя возрастает динамические напряжения и прогибы балок. Поэтому при проектировании конструкций всегда следует следить за этим и не допускать наступления явления резонанса 
[image: image1124.wmf](
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, при котором может наступить разрушение конструкции.

3  МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ДЛЯ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ
1. Изучив глубоко содержание учебной дисциплины, целесообразно разработать матрицу наиболее предпочтительных методов обучения и форм самостоятельной работы студентов, адекватных видам лекционных и лабораторных занятий.

2. Необходимо предусмотреть развитие форм самостоятельной работы, выводя студентов к завершению изучения учебной дисциплины на её высший уровень.

3. Организуя самостоятельную работу, необходимо постоянно обучать студентов методам такой работы.

4. Вузовская лекция – главное звено дидактического цикла обучения. Её цель – формирование у студентов ориентировочной основы для последующего усвоения материала методом самостоятельной работы. Содержание лекции должно отвечать следующим дидактическим требованиям:

· изложение материала от простого к сложному, от известного к неизвестному;

· логичность, четкость и ясность в изложении материала;

· возможность проблемного изложения, дискуссии, диалога с целью активизации деятельности студентов;

· опора смысловой части лекции на подлинные факты, события, явления, статистические данные;

· тесная связь теоретических положений и выводов с практикой и будущей профессиональной деятельностью студентов.
Преподаватель, читающий лекционные курсы в вузе, должен знать существующие в педагогической науке и используемые на практике варианты лекций, их дидактические и воспитывающие возможности, а также их методическое место в структуре процесса обучения.
5. При изложении материала важно помнить, что почти половина информации на лекции передается через интонацию. В профессиональном общении исходить из того, что восприятие лекций студентами заочной формы обучения существенно отличается по готовности и умению от восприятия студентами очной формы.
6. При проведении аттестации студентов важно всегда помнить, что систематичность, объективность, аргументированность – главные принципы, на которых основаны контроль и оценка знаний студентов. Проверка, контроль и оценка знаний студента, требуют учета его индивидуального стиля в осуществлении учебной деятельности. Знание критериев оценки знаний обязательно для преподавателя и студента.
4. МАТЕРИАЛЫ ТЕКУЩЕГО И ПРОМЕЖУТОЧНОГО КОНТРОЛЯ.

                              МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ
По дисциплине «Сопротивление материалов» предусмотрен промежуточный контроль в виде зачёта по лабораторным работам, экзамена по теоретическому материалу и текущий контроль в виде защиты контрольных работ. Порядок проведения текущего контроля и промежуточной аттестации строго соответствует Положению о проведении текущего контроля успеваемости и промежуточной аттестации студентов в университете. 
Материалы итогового контроля

Далее приводится материалы итогового контроля: примерный перечень вопросов к экзамену по изучаемому курсу сопротивления материалов.

ПРИМЕРНЫЙ ПЕРЕЧЕНЬ  ВОПРОСОВ К ЭКЗАМЕНУ 
ПО СОПРОТИВЛЕНИЮ МАТЕРИАЛОВ
1. Какой вид деформации называется кручением?

2. Внутренние усилия при кручении.

3. Как называются стержни работающие на кручение?

4. Какие напряжения возникают в поперечном сечении стержня при кручении?

5. Условие прочности при кручении.

6. Как определяются абсолютный и относительный углы закручивания при кручении?

7. Что называется жесткостью вала при кручении?

8. Условие жесткости при кручении.

9. Что такое центральное растяжение и сжатие?

10. Что понимается под продольной силой в брусе, и каким способом она определяется?

11. Какое правило знаков принято при определении продольной силы? Какова размерность продольной силы?

12. Что такое эпюра продольной силы? Как она строится и с какой целью?

13. Что такое напряжение? Чем определяется знак напряжения? Какова размерность напряжения? Какие факторы влияют на величину напряжения?

14. Напишите условие прочности при растяжении или сжатии.

15. Что называется абсолютной (полной) продольной деформацией? Напишите формулу абсолютной деформации.

16. Как формулируется закон Гука? Напишите формулы, выражающие закон Гука, для относительной и абсолютной продольной деформации бруса.
Сроки и форма проведения контроля должны соответствовать нормам, установленным требованиями Государственного образовательного стандарта, распоряжениями Министерства образования России, а также – соответствующими приказами по Московскому государственному университету путей сообщения (МИИТ).









Рис.1.9.
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