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университет путей сообщения Министерства путей сообщения
Российской Федерации, 2004

ÎÁÚÅÌ È ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÕ ÐÀÁÎÒ

При изучении курса «Строительная механика» студент-заочник
знакомится с существующими методами расчета сооружений на
прочность, устойчивость, жесткость и приобретает навыки в вы-
полнении таких расчетов. Если в «Сопротивлении материалов»
предметом изучения служат отдельные элементы сооружений, то в
«Строительной механике» предметом изучения являются целые со-
оружения (вернее расчетные схемы сооружений).
Основными документами, определяющими необходимый

объем знаний студентов, являются учебные программы курсов
и учебные планы по специальности.
Процесс получения студентами знаний и навыков складывает-

ся из самостоятельного изучения соответствующих разделов кур-
са по учебникам [1; 2] и выполнению контрольных работ, индиви-
дуальные задания которых помещены в настоящем задании.
Если при изучении курса или при выполнении контрольной

работы встретятся затруднения, студент может воспользоваться
устной консультацией преподавателя в вузе, филиале, факультете.
Исходные данные для решения задач контрольных работ

студенты должны брать из таблиц, приведенных в данном за-
дании, в строгом соответствии во своим личным номером. Для
этого надо три последние цифры своего шифра написать дваж-
ды, а затем под шестью цифрами подписать буквы: а, б, в, г, д, е.
Например, при шифре 99-В-315437 это будет выглядеть так:

4  3  7  4  3  7
а  б  в  г  д  е

Тогда цифра над буквой а укажет, какую строку следует взять
из столбца а, над буквой б — из столбца б и т.д.
Контрольные работы следует выполнять в тетрадях, имею-

щих поля. Все расчеты рекомендуется проводить с точностью
до трех значащих цифр и сопровождать необходимыми (строго
в масштабе) расчетными схемами и краткими пояснениями.
Страницы тетради должны быть пронумерованы. Кроме того,
в тетради должны быть указаны домашний адрес, номер шиф-
ра, список используемой литературы с указанием года издания.
Работа должна быть подписана студентом.

Задания на контрольные работы по «Строительной механи-
ке» являются результатом переработки ранее изданных зада-
ний с учетом изменений в учебных планах и программах по этой
дисциплине.

С о с т а в и т е л и : канд. техн. наук, проф. Л.Ю. КУЗЬМИН,
канд. техн. наук, проф. В.Н. СЕРГИЕНКО, канд. техн. наук,
доц. Ю.Е. ЛОЗОЦЕВ, доц. А.Б. ЯГУБОВ, ст. преподаватель
Е.А. ЯМЩИКОВА

Р е ц е н з е н т — канд. техн. наук, проф. ЗАЙЦЕВ Б.В.
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Выполненная контрольная работа должна быть сдана на фа-
культет, записана в журнал. После этого преподаватель кафед-
ры проверяет контрольную работу и, в случае правильного ре-
шения задач, ставится пометка «допущена к защите». Допущен-
ные к зачету контрольные работы должны быть защищены
студентом при собеседовании с преподавателем. При этом на
обложке контрольной работы должна быть запись преподава-
теля «контрольная работа зачтена».
Задания на контрольные работы по дисциплине «Строитель-

ная механика» соответствуют существующему учебному плану
2000 г. по этой дисциплине.
Перечень и количество контрольных работ, выполняемых

студентами специальностей ПГС, С, МТ указаны в табл. 1.

4. С м и р н о в  А.Ф., А л е к с а н д р о в  А.В., Л а щ е н и к о в
Б.Я., Шап ош н и к о в  Н.Н. Строительная механика. Динамика и
устойчивость. Учебник для вузов. — М.: Стройиздат, 1984, — 416 с.

5. См и р н о в  А.Ф., Ив а н о в  С.А., Т и х о н о в  М.А. Строитель-
ная механика. Учебник для вузов. — М.: Стройиздат, 1984, — 208 с.

6. Д а р к о в  А.В.,  Шап ош н и к о в  Н.Н. Строительная механи-
ка. Учебник для строит. спец. вузов. 8-2 изд., перераб. и доп. — М.:
Высшая школа, 1986, — 607с.

7. К у з ь м и н  Л.Ю., С е р г и е н к о  В.Н. Строительная механика.
Решение задач на ЭВМ. Методические указания. — М.: РГОТУПС,
2002.

Çàäà÷à ¹ 1

ÐÀÑ×ÅÒ ÌÍÎÃÎÏÐÎËÅÒÍÎÉ ØÀÐÍÈÐÍÎÉ ÁÀËÊÈ

Пятиопорная шарнирная балка (рис.1) состоит из четырех
балок (дисков), соединенных тремя шарнирами, указанными на
схемах балок.
Балка загружена по всей длине расчетной равномерно рас-

пределенной нагрузкой q. Расстояние сечений 1, 2, 6, 7, 11, 12,
16, 17, 21, 22 до ближайших опор следует считать исчезающе
малыми.

Требуется:
1. Вычертить в масштабе схему шарнирной балки, ее расчет-
ную (поэтажную) схему, указать размеры в метрах, после
чего вспомогательную нумерацию сечений с 1 по 22 мож-
но опустить, оставив согласно варианту только нумера-
цию исследуемых сечений.

2. Проверить геометрическую неизменяемость системы.
3. Построить восемь линий влияния:
а) линию влияния реакции крайней левой опоры;
б) линию влияния реакции средней опоры;
в) три линии влияния изгибающего момента и три линии
влияния поперечной силы, возникающих в исследуемых
сечениях (см. последний столбец «д» табл. 2).

Построение линий влияния следует сопровождать краткими
пояснениями и необходимыми расчетными схемами.

Т а б л и ц а  1

Номера 
Дисциплина Курс 

 Контрольных  
работ Задач 

1 1, 2 
3 

2 3,4 
3 5,6 

ПГС,С 7 

Строительная 
механика  

 4 
4 

МТ 7,8 

ÐÅÊÎÌÅÍÄÓÅÌÀß ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

Îñíîâíàÿ

1. Л е о н т ь е в  Н.Н., С о б о л е в  Д.Н., Ам о с о в  А.А. Основы
строительной механики стержневых систем. — М.: АСВ, 1996, — 541 с.

2. С м и р н о в  А.Ф., А л е к с а н д р о в  А.В., Л а щ е н и к о в
Б.Я.,  Шап ош н и к о в  Н.Н. Строительная механика. Стержневые
системы: Учебник для вузов. — М.: Стройиздат, 1981, — 512 с.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

3. А л е к с а н д р о в  А.В., Л ащ е н и к о в  Б.Я., Ша п ош н и -
к о в  Н.Н. Строительная механика. Тонкостенные и пространствен-
ные системы. Учебник для вузов. — М.: Стройиздат, 1983, — 488 с.
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4. Аналитически вычислить величину реакции крайней ле-
вой опоры, поперечной силы и изгибающего момента в
исследуемом сечении первой балки, а также построить
эпюры Q и М для этой балки.

5. С помощью линий влияния, построенных согласно п. 3,
проверить реакцию, поперечную силу и изгибающий мо-
мент, полученные аналитически по п. 4.

6. По величине maxM  для первой балки подобрать из условия
прочности двутавровое сечение балки по ГОСТ 8239-72,

иR =200 МПа (сталь).

Исходные данные взять из табл. 2.

Рис. 1

Т а б л и ц а  2

Номер 
строки 

Схема 
(рис.1) 

l1, 
м 

l2, 
м 

l3, 
м 

l4, 
м 

α q, 
кН/м 

Исследуемые 
сечения 

1 1 16 15 7 14 0,5 14 3-12-21 
2 2 18 14 8 13 0,6 14 4-16-17 
3 3 20 13 9 12 0,7 13 3-11-16 
4 4 22 12 10 11 0,6 13 4-12-22 
5 5 15 11 11 10 0,5 12 3-6-17 
6 6 18 10 12 9 0,6 12 4-7-16 
7 7 16 9 13 8 0,5 11 3-11-17 
8 8 20 8 14 7 0,6 11 4-7-12 
9 9 20 7 15 6 0,7 10 3-16-22 
0 0 15 6 16 5 0,5 10 4-12-21 
 е д г а в б а д 

Çàäà÷à ¹ 2

ÐÀÑ×ÅÒ ÔÅÐÌÛ ÍÀ ÏÎÑÒÎßÍÍÓÞ È ÂÐÅÌÅÍÍÓÞ ÍÀÃÐÓÇÊÈ

Студенты специальностей МТ и ПГС выполняют задачу № 2
для шпренгельной фермы (рис. 2), студенты специальности
С — для простой фермы (рис. 3).
Для фермы (рис. 2 и 3) требуется:
1. Вычертить расчетную схему фермы полностью (в масш-

табе).
2. От собственного веса фермы q, равномерно распределен-

ного по всей длине, определить аналитически усилия в пяти эле-
ментах фермы, указанных в табл. 3.

Исходные данные взять из табл. 3.
3. Построить линии влияния усилий в тех же элементах. Для

всех линий влияния определить числовые значения характерных
ординат.

4. Линии влияния усилий в элементах фермы загрузить по-
стоянной нагрузкой от собственного веса фермы интенсивнос-
тью q и сравнить с результатами, полученными в п. 2.
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5. *Треугольную линию влияния усилия в стержне одного из
поясов фермы загрузить нагрузкой подвижного состава и вы-
числить эквивалентную нагрузку.

Рис. 2

Рис. 3

* Пункты 5 и 6 задания выполняется студентами специальности С и МТ
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6*. С помощью табл. 4 определить нормативную эквивален-
тную нагрузку класса К, и сравнить с результатами, получен-
ными в п. 5. Промежуточные табличные данные следует брать
по двойной интерполяции, т.е. по λ и α.
Предлагается, что езда осуществляется по прямолинейному

поясу фермы.

Çàäà÷à ¹ 3

ÐÀÑ×ÅÒ ÏËÎÑÊÎÉ ÐÀÌÛ ÌÅÒÎÄÎÌ ÑÈË Â ÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ
ÔÎÐÌÅ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÝÂÌ

Для статически неопределимой рамы (в дальнейшем рама
№ 1) (рис. 4) требуется:

1. Вычислить вектор изгибающих моментов и построить эпю-
ру моментов отдельно от нагрузки q.

2. Вычислить вектор изгибающих моментов и построить эпю-
ру моментов отдельно от нагрузки Р.

3. Изменить схему рамы, добавив вертикальную шарнирно-
подвижную опору в точке, где на заданной схеме приложена
сила Р — создать раму № 2.

4. Для новой рамы вычислить вектор изгибающих моментов
и построить эпюру моментов от нагрузки q.

5. Для рамы № 2 от действия нагрузки q построить эпюры Q,
N и проверить равновесие рамы в целом.

6. Сравнить работу обеих рам.

Исходные данные взять из табл. 5.

Т а б л и ц а  3
Номер  

ст
ро
ки

 

сх
ем
ы

 q, 
кН/м 

d, 
м d

H  Элементы 

К
ла
сс

  
на
гр
уз
ки

  
К

 

1 1 4,0 4,8 1,1 U1 O1 D1 D2 V1 10 
2 2 4,5 5,0 1,2 U2 O2 D3 D4 V2 11 
3 3 5,0 5,2 1,3 U1 O1 D1 D2 V1 12 
4 4 5,5 5,4 1,4 U1 O1 D1 D2 V1 13 
5 5 6,0 5,6 1,5 U2 O2 D3 D4 V2 14 
6 1 4,0 5,8 1,6 U2 O2 D3 D4 V2 10 
7 2 4,5 6,0 1,7 U1 O1 D1 D2 V1 11 
8 3 5,0 6,4 1,8 U2 O2 D3 D4 V2 12 
9 4 5,5 6,6 1,9 U1 O1 D1 D2 V1 13 
0 5 6,0 6,8 2,0 U2 O2 D3 D4 V2 14 
 е д г в б а е д г а 

Т а б л и ц а  4

Примечание :   λ — длина линии влияния, м;

λ
=α

a
— положение вершины линии влияния;

     а — проекция наименьшего расстояния от вершины

до конца линии влияния, м.

Эквивалентные нагрузки экq , кН/м 
пути при классе К=1 

Длина  
линии влияния λ , м 

 
0=α  5,0=α  

1 50,00 50,00 
5 20,77 18,17 
10 17,81 15,58 
20 15,05 13,17 
30 13,36 11,69 
40 12,25 10,72 
50 11,51 10,07 
60 11,01 10,10 
80 10,46 10,00 
100 10,20 10,00 
120 10,09 10,00 
140 10,04 10,00 

Т а б л и ц а  5

Номер  

строки схема 

l, 
м 

h, 
м 

P, 
кН 

q, 
кН c

p
J
J

 

1 1 5,0 3,0 30 8 2,00 
2 2 4,5 3,2 35 10 1,80 
3 3 4,2 3,4 40 12 1,60 
4 4 4,0 3,5 45 14 1,50 
5 5 3,8 3,6 50 15 1,25 
6 6 3,6 3,8 55 16 1,20 
7 7 3,5 4,0 60 18 1,00 
8 8 3,4 4,2 65 20 0,80 
9 9 3,2 4,5 70 22 0,75 
0 0 3,0 5,0 75 24 0,50 
 е а б в г д 

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ¹ 3  ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ

1. Подготовить раму к расчету в матричной форме: разде-
лить раму на участки, отметить начало и конец каждого
участка сечением с соответствующим номером и для каж-
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дого участка выбрать правило знаков для ординат эпюр
изгибающих моментов, построенных со стороны растя-
нутых волокон.

2. Нумерацию начинать с участков, где q≠0.
3. Расчет рамы № 1 в п. 1 и 2 следует проводить по матрично-
му алгоритму [7 п. 3] с помощью электронного редактора
EXCEL по готовой программе в файле METCИЛ.xls.

     Матричный алгоритм [7 п. 3] показан на дисплее в ячей-
ках электронной таблицы.

4. Расчет рамы № 2 следует проводить методом сил с помощью
программы в файле METCИЛ1.xls, как систему с одним не-
известным, приняв за основную систему исходную статичес-
ки неопределимую раму № 1, рассчитанную в п. 1, 2 и 3.

Çàäà÷à ¹ 4

ÐÀÑ×ÅÒ ÍÅÐÀÇÐÅÇÍÎÉ ÁÀËÊÈ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ
ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÝÂÌ
ÍÀ ÏÎÑÒÎßÍÍÓÞ È ÂÐÅÌÅÍÍÓÞ ÍÀÃÐÓÇÊÈ

Для балки (рис. 5) требуется:
1. С помощью программы для электронной таблицы EXCEL

в файле НЕРАЗР.xls вычислить ординаты линий влияния опор-
ных изгибающих моментов и моментов в серединах пролетов.

2. Построить линии влияния опорных изгибающих момен-
тов ii MM ,1− , а также линию влияния изгибающего момента в
сечении il5,0 (номер пролета i — задается по шифру).

3. С помощью линий влияния п. 2 определить величины из-
гибающих моментов ii MM ,1−  и il5,0  от заданной постоянной
нагрузки.

4. От заданной постоянной нагрузки и временной равномер-
но распределенной (возможно с разрывами) нагрузки интенсив-
ностью q=10 кН/м построить объемлющую эпюру изгибающих
моментов для пролета с номером i.

Исходные данные взять из табл. 6.

Рис. 4
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летов. Например, схема № 2 будет эквивалента схеме № 5, если
принять 04 =L  и 02 =C .

Например, схема № 1 будет эквивалентна схеме № 5, если

принять .
5

,,;,0,0 3
234231211

l
ClLlLlLLC ======

3. В программе автоматически устанавливается единичная
сила в отмеченных точках и проводится расчет статически нео-
пределимой системы. Величины неизвестных опорных момен-
тов показываются на экране в виде столбцов, образующих мат-
рицу влияния опорных моментов. Строки этой матрицы пред-
ставляют ординаты линий влияния соответствующих опорных
моментов.

4. Построение огибающей эпюры следует проводить в соответ-
ствии с [7, п. 3.2.2].

Çàäà÷à ¹ 5

ÐÀÑ×ÅÒ ÏËÎÑÊÎÉ ÐÀÌÛ ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÉ
Â ÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ ÔÎÐÌÅ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÝÂÌ

Для статически неопределимой рамы (рис. 6) требуется:
1. Подготовить схему рамы к расчету в матричной форме

(см. п.1 методических указаний к задаче № 3).
2. Определить число неизвестных и выбрать основную систе-

му метода перемещений.

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ¹ 4

1. Статически неопределимая балка рассчитывается методом
сил [7, п. 3.2]. Основная система образуется врезанием полных
шарниров над промежуточными опорами.

2. В основе алгоритма программы НЕРАЗР.xls положена схе-
ма № 5 (рис. 5), которая размечена слева направо 19-ю сечения-
ми: по одному на консолях и через il25,0 каждого пролета.
Пролеты схемы № 5 обозначим С

1
 — левая консоль,

,, 2211 lLlL ==  4433   , lLlL == , С
2
 — правая консоль.

Эквивалентные системы для схем № 1–4 могут быть получе-
ны из схемы № 5, обнулением соответствующих консолей и про-

Т а б л и ц а  6
Номер  

ст
ро
ки

 

сх
ем
ы

 l1, 
м 

l2, 
м 

l3, 
м 

Р, 
кН 

Р1, 
кН 

Р2, 
кН 

Р3, 
кН 

q1, 
кН 

q2, 
кН 

q3, 
кН i 

1 1 3,0 3,2 3,0 4,0 0 28,0 0 18,0 0 18,0 1 
2 2 3,6 3,5 3,5 5,0 24,0 0 24,0 0 14,0 0 2 
3 3 4,2 4,0 3,8 6,0 0 24,0 0 12,0 0 12,0 3 
4 4 4,5 4,5 4,2 8,0 20,0 0 20,0 0 8,0 0 1 
5 5 4,8 5,0 4,8 6,0 0 20,0 0 7,5 0 7,5 2 
6 1 5,4 5,6 5,1 4,0 16,0 0 16,0 0 7,5 0 3 
7 2 6,0 6,0 5,5 5,0 0 16,0 0 4,8 0 6,4 1 
8 3 6,6 6,5 6,0 6,0 12,0 0 12,0 0 4,8 0 2 
9 4 7,2 7,5 6,4 8,0 0 12,0 0 4,0 0 4,5 3 
0 5 7,5 8,0 7,2 4,0 8,0 0 8,0 0 3,6 0 2 
 е а б в г а б в а б в д 

Рис. 5
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3. Построить необходимые единичные M
i
 и грузовые эпюры

M
p
  изгибающих моментов в основной системе и записать их в

виде матриц столбцов

[ ] pm MMML
rrr

,; 21=
4. Вычислить приведенные податливости каждого участка

.
6 i

ci
i EJ

EJl
K =

5. Записать систему канонических уравнений метода переме-
щений в матричной форме и вычислить ее коэффициенты.

6. Решить полученную систему канонических уравнений.
7. Получить вектор окончательной эпюры изгибающих мо-

ментов M
r

 и построить эпюру.
8. Построить окончательные эпюры поперечных Q и про-

дольных N сил.
9. Проверить полученные результаты, осуществив деформа-

ционную и статические проверки.

Примечание. При решении задачи № 5 в схемах на рис. 6 нагрузку
на раму принимать в сочетаниях q

1
 с Р

2
 или q

2
 с Р

1
 (по выбору).

Исходные данные взять из табл. 7.

Рис. 6

Т а б л и ц а  7

Номер 

ст
ро
ки

 

сх
ем
ы

 h, м l1, м P1, 
кН 

q1, 
кН/м 1

2
l
l  

1
2

P
P  

1
2

q
q  

c

p
J
J  

1 1 5,0 3,0 15 2 1,00 0,6 0,85 1,20 
2 2 4,8 3,2 20 2 1,10 0,8 0,80 1,25 
3 3 4,4 3,4 25 2 1,15 1,0 0,75 1,30 
4 4 4,2 3,6 30 4 1,20 0,6 1,70 1,40 
5 5 4,0 3,8 35 4 1,25 0,8 0,85 1,50 
6 6 3,8 4,0 40 4 1,30 1,0 1,80 1,60 
7 7 3,6 4,2 45 2 1,35 0,6 0,75 1,70 
8 8 3,4 4,4 50 2 1,40 0,8 0,70 1,75 
9 9 3,2 4,8 55 2 1,45 1,0 0,85 1,80 
0 0 3,0 5,0 60 2 1,50 0,8 0,80 2,00 
 е а б в г д а б в 
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Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ¹ 5

Выполнение п. 5–7 проводится с помощью программы
МЕТПЕРЕМСЕРВИС.xls для электронной таблицы EXCEL по
алгоритму, приведенному в [7, п. 4.1.5]:

1. Система канонических уравнений метода перемещений

pRZR
rr

−=⋅ .
2. Матрица единичных реакций

m
T
m LBLR ⋅⋅= .

3. Элементы вектора pR
r

 грузовых реакций определяются ста-

тическим способом (вырезанием узлов или частей основной си-
стемы).

4. Определение неизвестных перемещений

pRRZ
rr

⋅−= −1 .

5. Вычисление вектора окончательной эпюры моментов

ZLMM mp

rrr
⋅+= .

Все промежуточные матрицы показаны на экране в ячейках
электронной таблицы.

Çàäà÷à ¹ 6

ÐÀÑ×ÅÒ ÐÀÌÛ ÍÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÉ

Для рамы, представленной на рис. 7, требуется:
1. Показать возможные формы потери устойчивости рассмат-

риваемой рамы.
2. Определить критические значения силы для случаев, когда

,1 PP =  ;02 =P  ,01 =P  ;2 PP =  PPP == 21 .

Исходные данные взять из табл. 8.
Задача решается ручным способом и ПЭВМ.

Рис. 7
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Т а б л и ц а  8

Номер  
строки 

Номер  
схемы l, м 

c

p

EJ
EJ  cEJ , 

кНм2 

1 1 4 1 2000 
2 2 6 2 3000 
3 3 8 3 4000 
4 4 4 4 5000 
5 5 6 1 6000 
6 6 8 2 2000 
7 7 4 3 3000 
8 8 6 4 4000 
9 9 8 1 5000 
0 0 4 2 6000 
 е а б в 

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê âûïîëíåíèþ çàäà÷è ¹ 6

1. При расчете рамы методом перемещений для сжатых стоек
нужно учитывать влияние продольных сил на величину реакций
в связях основной системы метода перемещений с помощью

трансцендентных функций ( )vϕ , где 
cEJ

Plv = (см. прил. 1).

2. Программа расчета с помощью электронной таблицы
EXCEL находится в УСТ.xls.

Çàäà÷à ¹ 7

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÀÑÒÎÒ È ÔÎÐÌ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒÅÐÆÍÅÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ

×ÈÑËÎÌ ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÑÂÎÁÎÄÛ

Для рамы из двутавра с двумя сосредоточенными массами
(рис. 8) требуется:

1. Определить сосредоточенные массы из условия, что каж-
дая сосредоточенная масса в 10 раз больше массы участка рамы
(стойки или ригеля), где находится эта масса.

Рис. 8
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2. Определить число степеней свободы, пронумеровать пере-
мещения, определяющие положения масс при колебаниях (сфор-
мировать вектор перемещений Y

r
).

3. Записать систему дифференциальных уравнений свобод-
ных колебаний системы для вектора Y

r
.

4. Составить вековое уравнение для определения параметра
собственных частот и форм колебаний.

5. С помощью программы СОБСТВЕК.xls для электронной
таблицы EXCEL вычислить собственные частоты колебаний и
показать изогнутый вид рамы, соответствующий каждой соб-
ственной форме. Проверить ортогональность полученных форм
колебаний.

Исходные данные взять из табл. 9.

2. Свободные колебания происходят под действием сил инер-
ции. Запишем вектор Y

r
как результат изгиба рамы от вектора

сил инерции — 
..

YM
r

, где М — диагональная матрица масс, уча-
ствующих в движении
















=

3

2

1

00
00
00

m
m

m
M .

Элементы m
i
 равны сумме масс, участвующих в движении

у
i
(t). Применяя принцип независимости действия сил, и введя
матрицу единичных перемещений

,

333231

232221

131211

















δδδ
δδδ
δδδ

=δL

получим         )(
..

YMLY
rr

−= δ .     (1)

Эта матричная запись системы трех дифференциальных урав-
нений свободных колебаний.

3. Матрицу δL  определяем по формуле Мора [7]:

m
T
m LBLL ⋅⋅=δ ,

где [ ]321 :: MMMLm

rrr
=  — матрица влияния моментов.

Вектор iM
r

— это вектор эпюры моментов в заданной раме
от действия 1=iP

r
, приложенной по направлению у

i
.

4. Для составления iM
r

 нужно подготовить раму к расчету в
матричной форме (см. п. 1 методических указаний к задаче № 3).

5. Решаем систему (1) в виде гармонических колебаний

( )ν+ω= tVY sin
rr

 ,  (2)

где V
r

— вектор амплитуд колебаний масс при частоте ω.

Дифференцируем (2) дважды по

( )ν+ωω−= tVY sin2
.. rr

,

подставляем в (1) и сокращаем на ( )ν+ωtsin

Т а б л и ц а  9

Номер 
строки схемы 

l, 
м 

Номер  
двутавра 

1 1 8 40 
2 0 6 45 
3 2 10 50 
4 9 8 55 
5 3 6 60 
6 8 9 45 
7 4 7 40 
8 7 7 55 
9 5 9 50 
0 6 10 60 
 а б в 

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ¹ 7

1. Число степеней свободы системы с конечным числом со-
средоточенных масс — это минимальное число независимых пе-
ремещений у

i
, определяющих положение системы масс в любой

момент времени при колебаниях.
Для систем, показанных на рис. 8, число степеней свободы

равно 3. Компонуем из  у
i  
вектор Y

r
.
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VMLV
rr

δω= 2  .      (3)

Переносим вправо    0)( 2 =−ω δ VEМL
r

    (4)

Матрица LδM при различных значениях m
i 
несимметричная.

Для того чтобы решать проблему собственных значений для
симметричной матрицы, сделаем замену

UMV
rr

2
1

−
= . (5)

Здесь 2
1

−
М  — диагональная матрица с диагональными элементами 

im
1

.

Подставляя (5) в (4) и умножая слева на матрицу 2
1

М , получим

           .01
2

2
1

2
1

=







ω

−δ UEMLМ
r

Обозначим .1 и 2
2
1

2
1

ω
=λ= δ

−
MLМА

Теперь вместо (4) будем иметь

0=λ− UEA
r

.

Это однородная система линейных уравнений для вектора U
r

при симметричной матрице А.
Она имеет нетривиальное (ненулевое) решение, если

0=λ− EA  .  (6)

После определения λ  и U
r

 нужно перейти к V
r

 используя (5).
Это уравнение называется характеристическим уравнением

для определения параметра собственных частот λ. Иногда это
уравнение называют вековым, так как оно впервые встретилось
при определении периода движения планет.
Можно доказать, что для упругой системы, устойчивой в

покое, все (в нашем случае 3) собственные значения λ
i
 действи-

тельны и положительны, а собственные векторы соответствую-
щие различным собственным значениям, ортогональны между
собой.
Другими словами, если ji λ≠λ , то скалярное произведение

( ) 0, =ji VVM
rr

, иначе 0333222111 =++ jijiji VVmVVmVVm .

6. Программа в файле СОБСТВЕК.xls для электронной таб-
лицы EXCEL вычисляет три собственных числа λ

i 
 и три соб-

ственных вектора iV
r

 по следующему алгоритму:
6.1. Находится наибольшее первое собственное значение λ

i

методом итераций.

Принимаем за начальный вектор Y
r
первый столбец матрицы А.

Проводим итерации ( ) ( )1−= nn YAY
rr

.

При большом ( )10>nn  
( )

( )
( )n

n
i

n
i YU

y
y rr

==λ − 111 ;  .

6.2. Остальные собственные числа 32 ,λλ  находим методом
исчерпывания.

Для аргумента λ
2
 проводим преобразование TUUAA 1111

rr
λ−= .

Для матрицы A
1
 методом итерации (п. 6.1) определяем λ

2 
и 2U
r

.

Для определения λ
3
 проводим преобразование TUUAA 22212

rr
λ−= .

Для матрицы A
2 
методом итерации (п. 6.1) определяем и 3λ  и 3U

r
.

7. Геометрические параметры поперечного сечения рамы
взять из табл. 10.

Т а б л и ц а  10

Размеры, мм Номер 
двутавра 

Масса 
1 п.м, кг 

h b s t 

F, 
см2 

Jx, 
см4 

Wx, 
см3 

40 57 400 155 8,3 13 72,6 19062 953 

45 66,5 450 160 9 14,2 84,7 27696 1231 

50 78,5 500 170 10 15,2 100 39727 1589 

55 92,6 550 180 11 16,5 118 55962 2035 

60 108 600 190 12 17,8 138 76806 2560 

Çàäà÷à ¹ 8

ÐÀÑ×ÅÒ ÁÀËÎ×ÍÎÃÎ ÐÎÑÒÂÅÐÊÀ

Для кинематически неопределимой перекрестной балочной
системы (рис. 9) требуется:

1. Начертить схему перекрестной балочной системы в соответ-
ствии с шифром, расставив необходимое количество шарниров в
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систему, показанную на рис. 9. При этом следует руководствоваться
номерами узлов, показанных для половины системы на рис. 12.

2. Разделить расчетную схему на участки (рис. 11), отметив
начало и конец каждого участка сечением с соответствующим
номером (рис. 12), установить правило знаков для ординат эпю-
ры изгибающих моментов (рис. 14).

3. Определить число неизвестных узловых вертикальных пере-
мещений и выбрать основную систему метода перемещений, ис-
пользуя в качестве элементов основной системы неразрезные бал-
ки, работающие только на изгиб.

4. Построить эпюры изгибающих моментов в основной сис-
теме от единичных неизвестных 1=iZ  и от заданных нагрузок

)( qp + , и записать их в виде матриц-столбцов, принимая в рас-
чет половину системы с учетом симметрии (рис. 10).

5. Подготовить исходную информацию и записать ее на бланке.
6. Ввести исходную информацию в память ПК получить с

помощью электронной таблицы EXCEL вектор неизвестных
перемещений Z

r
и ординаты эпюры изгибающих моментов в уз-

ловых сечениях балок M
r

.

7. С помощью обратной матрицы 1−R (матрица перемещений)
построить поверхности влияния перемещений узлов 321 и, zzz .

8. Построить окончательные эпюры изгибающих моментов
M
r

 и поперечных сил Q.
9. Выполнить проверку равновесия балочной системы, ис-

пользуя уравнения равновесия статики: ∑ ∑ == 0;0 KMZ .
При выборе основной системы рекомендуется принимать

неразрезные перекрестные балки с фиктивными вертикальны-
ми жесткими опорами в узлах пересечений. Таблицы единич-
ных опорных моментов в неразрезных балках от осадки опор
прилагаются. Крутильная жесткость стержней пренебрежимо
мала по сравнению с жесткостью на изгиб.
Исходные данные взять из табл.11.

Т а б л и ц а  11

Номер 

строки схемы 
Условия опирания балок l, м Р, кН q, 

КН/м EJ
EJ1  

1 1 Жесткое опирание 1 10 4 0,5 

2 2 Шарнир в узлах 1,4 4 20 6 0,8 

3 3 Шарнир в узлах 5,8 6 30 8 1,0 

4 4 Шарнир в узлах 9,12 3 40 10 1,2 

5 5 Шарнир в узле 18 4 50 12 1,4 

6 6 Шарнирное опирание 6 40 14 1,6 

7 7 Шарнир в узлах 1,4,9,12 4 30 16 1,0 

8 8 Шарнир в узлах 5,8,9,12 2 20 18 2,0 

9 9 Шарнир в узлах 1,4,5,8 1 10 20 1,0 

0 0 Шарнир в узлах 1,4,18 4 20 22 0,5 

 е е а б в г 

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ¹ 8
íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå

При решении задачи № 8 на ПК пункты 1–5 выполняются
студентом до начала лабораторно-экзаменационной сессии. Для
записи исходной информации необходимо составить матрицы-

Рис. 9
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столбцы ординат единичных эпюр моментов ,1M ,2M 3M
и грузовой эпюры qpM + моментов, вычислить приведенные
податливости каждого участка (см. указания к задаче № 5 и
табл. 12, 13).
Вектор грузовых реакций (реактивные усилия ( )qpKR +  во

введенных дополнительных стержнях, препятствующих ли-
нейным перемещением узлов определяется с использованием
табл. 13.
Заданная стержневая система в виде перекрестных балок

имеет две оси симметрии, поэтому можно в расчетной схеме
принять половину конструкции, полагая при этом жесткость
на изгиб центральной поперечной балки 15,0 EJEJ ц = , а нагруз-

ку 2
P
и 2

q
(рис. 10).

Основная система, изображенная на рис. 10, представляет
собой балочный ростверк на жестких опорах, состоящий из двух
типов балок: неразрезных двухпролетных поперечных балок
и трехпролетной балки с защемленными концами. Количество
неизвестных вертикальных перемещений равно трем:

321 и, zzz . На расчетной схеме нумеруем стержни и сечения,
назначаем знаки эпюр изгибающих моментов.
Пользуясь таблицами опорных моментов неразрезных балок

от осадки опор, строим эпюры ,1M ,2M 3M . В основной системе
метода перемещений при заданном нагружении находим уси-
лия qpM + .

Т а б л и ц а  12

Опорные моменты в неразрезных равнопролетных балках
при осадке опор

Опорные моменты вычисляются по формуле ∆=
2l

EJkM ,

где k— коэффициенты из таблицы;
∆ — осадка опоры.

При осадке опоры 1=∆i  
Схема балки 

Опорные 
моменты 

1 2 3 4 

 

=2M  -1.5 3.0 -1.5 - 

 
 

   

=1M  4.5 -6.0 1.5 

=2M  -3.0 6.0 -3.0 

=3M  1.5 -6.0 4.5 

 
 
 
 
 
 
 
 

    

 
 
- 

- 

- 

 
 

   

=2M  -1.6154 3.6923 -2.7692 

=3M  0.4615 -2.7692 5.0769 

=4M  -0.2307 1.3846 -5.5384 

 
 

0.6923 

-2.7692 

4.3846 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

    

    

=1M  4.4 -5.6 1.6 

=2M  -2.8 5.2 -3.2 

=3M  0.8 -3.2 5.2 

=4M  -0.4 1.6 -5.6 

 

    

 
 

-0.4 

0.8 

-2.8 

4.4 
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Рис. 10

Т а б л и ц а  13

Опорные моменты, реакции опор в неразрезных
равнопролетных балках от равномерно

распределенной нагрузки q

Схема нагрузки 
1R  2R  3R  1M  2M  3M  

 
 
 
 
 
 
 

0,375 1,250 0,375 0 
8

2ql
−  0 

 
 
 
 
 
 
 
 

0,5 1 0,5 
12

2ql
−  

12

2ql
−  

12

2ql
−  

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ¹ 8
(ðèñ. 9)

В нашем примере принято l=1 м, в каждом (рис. 10) узле
1,2–P=10 кН; в узле 3–Р=5 кН, q=0, EJ

1
=EJ.

Рассмотрим сначала основные положения метода перемеще-
ний, примененного к расчету балочного ростверка. Считаем,
что балки опираются друг на друга и связаны между собой в
узлах вертикальными стержнями.
Канонические уравнения метода перемещений записывают-

ся в виде
,0=+ pRZR

rr

где R — матрица единичных реакций во введенных связях основной
системы от перемещения этих связей на :1=iZ

r

[ ]t
nZZZZ ,...,, 21=

r
       — матрица (вектор) неизвестных;

[ ]t
npppp RRRR ,...,, 21=

r
— матрица (вектор) свободных членов уравне-

ний метода перемещений.

Разделим расчетную схему на участки и пронумеруем сече-
ния, выберем правило знаков (рис. 11–12).
Алгоритм метода перемещений реализуется в виде [7]:

( ) ( ) pm
t
mmqp RBLLLMM

rrr 1−

+ −= .

Здесь [ ]321 ,, MMMLm

rrr
= — матрица влияния моментов в основной си-

       стеме метода перемещений.

( )
( )∑ ∫∑∫ +

+ −==
S

qpi
qpi

S

ji
ij dS

EJ
MM

RdS
EJ
MM

r
0

; ,

где   ji MM , — изгибающие моменты в основной системе, построен-
ные от единичного смещения соответствующей связи i
или j (рис. 13–14);



















=

iB

B
B

B
...

2

1

,

где  







=

21
12

ii KB  — матрица податливости участка i.Множитель реакций — ql.



3332

Перед расчетом на ПК с помощью электронной таблицы
EXCEL вектор pR

r
свободных членов уравнения метода переме-

щений мы получаем из уравнения равновесия i-го узла с учетом
схемы загружения (ΣZ

i
=0).

Итак, для расчета балочного ростверка задаются матрицы

( ) KRML qpqpm ,,, )( ++

rr
.

Рис. 11 Рис. 12

Рис. 13

Рис. 14

Матрица mL (рис.15)   № 
сечения Z1=1 Z2=1 Z3=1   

( )qpM +
r

 

1 -6 0 0   0 
2 6 0 0   0 
3 6 0 0   0 
4 -6 0 0   0 
5 0 -6 0   0 
6 0 6 0   0 
7 0 6 0   0 
8 0 -6 0 0 
9 0 0 -3 0 
10 0 0 3 

х 
2l

EJ  

0 
11 0 0 3   0 
12 0 0 -3   0 
13 1,6 -5,6 4,4   0 
14 -3,2 5,2 -2,8   0 
15 -3,2 5,2 -2,8   0 
16 5,2 -3,2 0,8   0 
17 5,2 -3,2 0,8   0 
18 -5,6 1,6 -0,4   0 

( )qpR +
r

 

 -10 

-10 

-5 

Коэффициенты податливостей вычисляются по формуле:

i

i
i EJ

EJlK
6

= .

Например: .1666,0
6
1

1 =
⋅
⋅

=
EJ
EJK
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Матрица податливости В
формируется автоматически,
и ее вводить в память ПК не
требуется.
По результатам расчета

на экран выдается матрица
единичных реакций, обрат-
ная матрица, вектор неизве-
стных, окончательный век-
тор моментов.
На рис. 16. построена

эпюра изгибающих момен-
тов от заданных нагрузок на
балочный ростверк.

Коэффициенты  
податливостей участков 

1K  0,16666 

2K  0,16666 

3K  0,16666 

4K  0,16666 

5K  0,33333 

6K  0,33333 

7K  0,16666 

8K  0,16666 

9K  0,16666 

Матрица единичных реакций  Обратная матрица 
43,19862 -13,19962 4,79984  0,02562 0,00724 -0,00232 

-13,19962 43,19923 -10,79959  0,00724 0,02898 0,01449 

4,79984 -10,79959 19,19852  -0,00232 0,01449 0,06082 

Окончательный вектор 
моментов 

 Вектор Z 

-1,90222  0,31704 
1,90222  0,43479 
1,90222  0,42575 

х 
EJ
1  

-1,90222   
-2,60876 
2,60876 
2,60876 
-2,60876 
-1,27726 
1,27726 
1,27726 
-1,27726 
-0,05426 
0,05426 
0,05426 
0,59785 
0,59785 
-1,25003 

Рис. 15

Рис. 16

Проверка равновесия про-
водится также, как в задаче
№ 3 и 5.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

            Вид деформаций и                    Функции 
              эпюра моментов 

 

               Z = 1 
 

 
 

( )








−

=

v
v

vv

tg
13

2

1ϕ
 

 
                Z = 1 
 
 
 
 
 
 

( )

















−

−
=

1

2

2
tg

4

tg
1

2

v

v
v

v

vϕ
 

 

v  ( )v1ϕ  ( )v2ϕ  v  ( )v1ϕ  ( )v2ϕ  

0 1,000 1,000 3,2 -0,0635 0,5997 

0,1 0,994 0,997 3,3 -0,1847 0,5691 

0,2 0,9973 0,9987 3,4 -0,3248 0,5366 

0,3 0,9940 0,9970 3,5 -0,4894 0,5021 

0,4 0,9893 0,9947 3,6 -0,6862 0,4655 

0,5 0,9832 0,9916 3,7 -0,9270 0,4265 

0,6 0,9757 0,9879 3,8 -1,2003 0,3850 

0,7 0,9669 0,9836 3,9 -1,6269 0,3407 

0,8 0,9565 0,9785 4 -2,1726 0,2933 

0,9 0,9447 0,9727 4,1 -2,9802 0,2424 

1 0,9313 0,9662 4,2 -4,3156 0,1878 

1,1 0,9164 0,9590 4,3 -6,9947 0,1287 

1,2 0,8998 0,9511 4,4 -15,327 0,0648 

1,3 0,8814 0,9424 4,5 +227,93 -0,0048 

1,4 0,8613 0,9329 4,6  -0,0809 

1,5 0,8393 0,9227 4,7  -0,1646 

π/2 0,8225 0,9149 3π/2  -0,1755 

1,6 0,8152 0,9116 4,8  -0,2572 

1,7 0,7891 0,8998 4,9  -0,3607 

1,8 0,7606 0,8871 5  -0,4772 

1,9 0,7297 0,8735 5,1  -0,6099 

2 0,6961 0,8590 5,2  -0,7629 

2,1 0,6597 0,8436 5,3  -0,9422 

2,2 0,6202 0,8273 5,4  -1,1563 

2,3 0,5772 0,8099 5,5  -1,4182 

2,4 0,5304 0,7915 5,6  -1,7481 

2,5 0,4793 0,7720 5,7  -2,1803 

2,6 0,4234 0,7513 5,8  -2,7777 

2,7 0,3621 0,7295 5,9  -3,6679 

2,8 0,2944 0,7064 6  -5,1594 

2,9 0,2195 0,6819 6,1  -8,2336 

3 0,1361 0,6560 6,2  -18,591 

3,1 0,0424 0,6287 2π  -∞ 

π 0 0,6168    

Окончание прил. 1
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